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RÉPONSES 8e, me AL NÉS AN ME MN aN tr Fu bte 
Réponses aux problèmes donnés en Annexe . . . . ee... 


AVANT-PROPOS 


Le présent Recueil de problèmes concerne notre Cours de mathé- 
matiques supérieures édité en français en deux tomes: 
[1] « Cours de mathématiques supérieures, Tome I: 
Calcul différentiel et intégral. Eléments d’algèbre linéaire 
et de géométrie analytique ». Editions Mir, Moscou, 1983; 
[2] « Cours de mathématiques supérieures, Tome II: 
Equations différentielles. Intégrales multiples. Séries.. 
Fonctions d’une variable complexe ». Editions Mir, Mos- 
cou, 1983. 
Chaque chapitre du recueil a été complété par des problèmes et 
exercices de difficulté majeure contenus dans l'Annexe. 


Les auteurs 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION À L’ANALYSE 


$ 1. Nombres réels. Ensembles 


Montrer par récurrence que les relations ci-dessous ont lieu: 
14. 1+2+3+<. + n=n{(n + 1)/2. 
, 2, 1 +2 +. tré = nn +4) On + 16. 
3, (1 Lay >1 D nœ, x > —. 
1 3 2n—1 1 
4 Tr D ons | 
Pour résoudre les problèmes qui suivent, cf. [1], chapitre 1. 
5. Soient un ensemble À constitué de jeunes hommes d’un groupe: 
donné et un ensemble B comportant les jeunes filles du même groupe. 
Trouver À |} B, À NN B, À X B. Examiner en outre les cas où À 
ou B sont des ensembles vides 
6. Soient À —{2n}, B —{2n + 1}. Trouver À + B, AB,A XP 
(nr est un entier naturel). 


7. Etablir lequel des deux nombres a et b indiqués est le plus 
grand : 


a = 1,(1234512), db = 1,(12345); 
a —1,(12302), b—1,(123); a —1,(123412), b — 1, (1234). 
8. Etablir le nombre a auquel se stabilise la suite de réels : 
ay —= 0,1010101010 …, 
as — 0,1100110011 …, 
az —= 0,111000111000 …, 
a, = 0,111100001111 …, 


a = 01 2100! 01 5510 32 0 


n fois n fois 
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9. Trouver la somme des nombres réels a = 0,(12) et b — 0,(13). 

10. Soient donnés les ensembles À — [2, 5], B — |3, 61. Trouver 
À + B, AB, A X B. 

11. Résoudre les inégalités suivantes: 

a) |x +3 |<0,1; b) [|zx—31> 10; 

doit ui) d) |3—1|<lzx—1|; 


12. Lonuel à nombres a et (—a) est le plus grand ? 

13. Soit a > 0. Indiquer les nombres b qui vérifient Les relations : 

a) [a+b|=lal+|b|: b)la—b|=|a|+1lel; 

c)|a+bil<lal+|bi; dd la—bl<lal+l{bl. 

14. Trouver le module des nombres suivants: a) In ({/e); 
D) sin (3/2); c) cos (7x/4). 


$ 2. Limite d’une suite 
(cf. [1], chapitre 2) 


15. Montrer que 


n +00 
et déterminer pour chaque € > 0 un nombre n, — n, (e) tel que 
n +1 

n 


—il<e Si A Ny. 


Dresser le tableau suivant : 


Trouver les limites suivantes : 


10$ , Lai ! 

16. im. 17. lim (0<a< 4). 
Nr 1 

M de (ardt E) 


19. lim | a — 1 


n 
20. Montrer que la variable &, est infiniment petite si 


1. 1 
Lu PT MEET 


rte 
nÿ +1 ? 
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21. Montrer que la variable 6, est infiniment grande si 


Be—(—1n; pi; Gi=in(n+1). 
22. Est-ce que la suite 
Z, = nb"? 
tend vers l'infini? 


Prouver les égalités suivantes: 


23. lim(V 3n +10—V 3n)= 0. 


ne 


| 3n?+5 3 
24 NU nt 2 


En utilisant le théorème d'existence de la limite d’une suite 
monotone, montrer la convergence des suites suivantes: 


-25.2=(1—-+)(t— 7) (1-5). 


__ 2 3 4 5 n +1 
26. En T'es 7 ET ont" 
27. Trouver l'élément le plus grand des suites ci-dessous : 
n? . Vr+i 
Eng ne On 


28. Trouver l'élément le plus petit des suites ci-dessous : 
n 


Tn = (1 + =) L RE 


29. Trouver infx,, supz, (n EN), liminfzx,, lim sup zx, si 
noo h>n n—+oo k>œn 


- Le _ 0 2+(—1)7 
HT En 51 a (n EN). 


30. Indiquer les nombres qui représentent les limites partielles 
de la suite. 


{ 1 
1, 79: — 1, 1, F0 SP £, 4° 4, 1: .…. 

On appelle limite partielle d’une suite bornée quelconque la 
limite de l’une de ses sous-suites qui converge. L'existence d’une 
telle sous-suite à l’intérieur d'une suite bornée découle du théorème 
de Bolzano-Weierstrass. 

En appliquant le critère de Cauchy, montrer la convergence des 
suites suivantes: 
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n 

sin 1? sin D sin ns sin k? 

31 = —+ +... +. D 
kR= 1 


- 1 cos £ ! 
. 32. Zn À Re * "38. x —ÿ k(kR+E1) 


k=1 


$ 3. Fonction. Limite d’une fonction 
(cf. [1], chapitre 3) 


Trouver le domaine Æ de définition de la fonction y = f (x} 
indiquée et l’image Æ, — f (£) de l’ensemble Æ par la fonction f: 


34. = 35. y=V 2+ 3x —x?. 
36. Trouver f (0), f (x + 2), f (L/x), f (x) + 1, 1/f (x) si 
Fa =. 


Construire les graphes des fonctions suivantes: 


37. yet. 38, y. 


39. y——x?+2r—1. 40. y— _— . 4. y— te. 
42, Déterminer les bornes inférieure et supérieure de l’ensemble 
des valeurs de la fonction f (x) si 


f(x) = x? sur [ —2, 5]; p(x)=x + sur J0, 3]. 


INDICATION. Sur l’ensemble 10, 3], œ (x) > 2 
43. Construire les graphes des fonctions suivantes: 


f(x) — sup {sint}; œ(x)= inf f{sint}. 
0LISxX DKIKX 


Trouver les limites des fonctions suivantes: 


is { . x x?—1 . 
Re nn 
| 2__1 à 1 3—_(1+3 
mir: dm 
…_ V1+2r—3 . 224 3x1 \x. 
De ce a à 
J: Vz+13—2 Vr+i . : Vz—6+2 ; 
D en ot ND aus 
i) lim Vs VatVz—e ; j) lim [sinVr+1—sinV xl]. 


x—+a V'z2— 4? X > + 
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—45, a) lim : hp) Jim S%Æ. ç) lime 
x—0 T | x—+0 T X—() T 
—46, lim sin Vs 
x+0+0 + 


41, a) lim(1+ 2)"; b) lim(i+3x)/"; 
X— 00 T x—+0 
c) lim (sinx)®*, 
x—T/2 
48, a) lim MOÜHE), p) lim = (a S 0). 
x—+0 4 x +b z— 


Etudier la continuité des fonctions ci-dessous, construire leurs 
sraphes et déterminer le caractère de leurs points de discontinuité: 


xz2— 1 


+, F1, 
T 49, f(x) —|z—1|.— 50. je= | z— 1 © 
À, +. 
51. f(x)=sgn(x?—2x—3). 752. y — un 
191. . . RE L 
53. Y= 254, y sgn (cos x). 
_ 2%; 0OLzxr<1, sé COSz, x, 
ds y=| 2—x, 1<z<2. | ICE atzx, «æ>0(. 


Montrer que les fonctions f (x) ci-dessous sont uniformément 
continues sur l'intervalle [a, b], c'est-à-dire que Ve >> 0, on peut 
exhiber un & (e) > O0 (indépendant des points de l'intervalle consi- 
déré) tel que 

If) —f@)1<e, 
dès que 
| TZ, — Xe | << ô. 
x?, 0Lxr<2, 
mo (= | 20—8r, 2<r<3. 
— 58. f(x) =, 0<Lr<2. 
. 99. Trouver la réciproque de la fonction 


Le 


b 
y == ee (ad — bc 0). 


Soit x —+0. Séparer le terme principal de la forme Az” des 
fonctions ci-dessous : 


7 60. f(x) = 3x + at, 61. f(x) =VIi+Frz-VIi-x. 
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$ 4. Dérivée 
(cf. [1], chapitre 4) 
+ 62. Trouver f' (0), jf’ (2) si f (x) = 2 — 2x + 2°. 
_ 63. Trouver f’ (0), f’ (1) si f (x) = x Arcsin —<— 


xz+1” 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes : 


9 
- 64. Y= 7. 
| 4 { { 
—65. a) y=—=x+ x; b) rt 37 à 
D = pagns d ve Vite; 
Ù = — ii À y=V z+Vz+Vz: 
er 2 
g) y—ÿr— 5 h) y=tgs —C0tg à; 
i) __ Sinz—æcosx , j) - : 
y — cos x +xsin x À NH y— cost x ? 


rs x e* 
k) y=2 *; lDy=e +eé ; 
m) y=—zx +a* (a >0); 
. .. 1—2 ., 4 — 9 
n) y — Arcsin AL ? 0) y = Arccos ÿ 1 Le 
66. y= ter tes. 67. y—e-**. 
68. a) y—sinx?; b) y—sinèx; cC) y—sinx’; 
d) y—cos(sinx); e) y—=cosx?; Î) y—cos?zrt. 
69. a) y —Arcsin (x/a); b) y= Arctg(x/a); 
c) y=In(x+Va+z); d) y—Arcsin(sinx); 
e) y=— Arccos(xz/a); ff) y—er te, 
70. y—Intg(x/2). 
71. a) y—zxArctgz; b) y=ln*x?; 


{ a —A 
c) y—<iIin(In(Inx)); d) y=rm- 


e)y=Vz+i-MmA+Vz+t); #9 y=lntg(++ 
g) y=—(Intz +3 1n2z +6 1n x +6); 


4 . 


—) : 


[CH. ! 
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h) y=+ (4 1+2ÿ+3n({+)/ 14); 
i) y=Vz—ArctgVzx; j) y= Arctg LT ; 


: À dx +4 1 
SYSTEM GNT 3 ya 


V3 
Arctg DT ; 


1) y= + Arcte st: m) y — Arctg (tg?x) ; 
n) y= x Arcteg x —0,5 1n (1 + x?) —0,5 (Arctg x)? ; 
0) y= Arctg(x+V 1+x?). 


. p) On sait que la formule 


di, (x) ... ain (x) 
dy, (TX) ... ain (x) n | An-a,1(x) -.. ax, à (x) 
CR ROPEREES mi) met) | 
dh: (x) -+. Ann (x) se An+1,1 (x) ... h+i,n (x) 
au) 2e un(e) 


où les éléments a;; (x) sont des fonctions dérivables, est vérifiée. 
De cette façon, la dérivée d'un déterminant de n-ième ordre est 
donnée par la somme de n déterminants de n-ième ordre, chacun de 
ces derniers différant du déterminant initial par le fait que sa ligne 
correspondante est remplacée par une ligne constituée de ses élé- 
ments dérivés. 

Prouver la formule de dérivation des déterminants de 2-ième et 
de 3-ième ordres. 

Trouver les dérivées des fonctions ci-dessous et construire leur- 
graphes de même que les graphes de leurs dérivées: 


1 — x, —2<x<i, 
72. y — ({— x) (2— x), 12?) 
| — (2— x), 2x <4, 

xz<O0, 


\ X , 
de = | Infi+zx), x>0, 


Trouver les dérivées logarithmiques (c’est-à-dire y’/y) des fonc- 
tions y ci-dessous : 


79. y —= ch? x. 
Trouver les dérivées des fonctions hyperboliques suivantes: 
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76. a) y — sh (x? + 1); b) y —= sh°rf. 

77. y = ch? (2° + x +1). 

78. a) y — th? x; b) y — th x*. 

79. a) y = th (nx +1); b) y = Arg sh x; 

c) y = Arg sh (x + V 1 + x?); d) y — In sh x; 

e) y =chinzx; f)y =ethx; g) y = (shzxjt x (x > 0); 


1 , x x 
h) Je i) yæth=—coth —-. 


+ 80. Déterminer la différentielle et l'accroissement de la fonction 
f{&)=2 +x+1Â au point x = 1 pour Ar = 0,1. 

Trouver les différentielles des fonctions suivantes: 

81. d (xe°). 82. d (sh x). 

83. d (sh x — x ch x). 84. d (in (1 — x°)). 

85. Trouver les dérivées secondes des fonctions ci-dessous : 

a)y—e-* = exp (—2?); b) y = x V1 + x?. 

— 86. Soit le déterniant (de Wronski) 


aol Ont 
yQ D (x)... y®-D (x) 
OÙ Y1 (x), . .- ., Yn (x) Sont des fonctions continues sur l'intervalle 


la, bl de même que leurs dérivées jusqu’à l’ordre n inclus. 
Montrer que 


— 87. y = x°; trouver dy. 
88. y —= e* In x; trouver dy. 
Trouver les dérivées y: et y;: des fonctions y — y (x) données 
sous forme paramétrique si: 
2 89. x = 2t — À, y = 3 — F.— M. x —2cost, y —<2sint. 
M. x =f (6), y = O —f() 
n92. x =t—sint, y —1— cost. 
— 95. a) Ecrire les équations de la tangente et de la normale à la 
courbe 
2 tt 


au point À — (2, —4). 
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b) Etablir si les graphes des fonctions y — sh x et y — In (1+-2x) 
admettent une tangente commune au point (0, 0). 

L’angle que jont entre elles les courbes y = f, (x) et y = f, (x) 
au point d’abscisse x — x, où elles se coupent est l’angle o formé 
par les tangentes à ces courbes au point susmentionné. C’est pour 
cela que 


(8 P2—t8 Pi fa (ro) — ft (Go) 
1+tg Pi tgPe  1+fi (xo)fs (to) ? 


tg p = tg (Pa — pi) — 


où æ, et +, sont les angles des tangentes en question avec l’axe Ox 
(fig. 1). 

- 94. Trouver l’angle que font entre elles en leur point d’inter- 

section Les courbes y = sin x et y = cos x (0 x < x). 
1+a 

- 95. Quel est l'angle formé par les courbes y = 2° et y = xi-® 
(0 :œ« << 1) en leur point d'’intersec- 
tion (1, 1)? 

f 96. Trouver l'angle que fait la 
courbe y = In (4 + (x/V 3)) avec l’axe 
Ox au point où elle le coupe. 

97. a) Vérifier que le théorème de 
Rolle reste valable pour la fonction 
y —= (x — 1) (x — 2) sur [, 2]. 

b) Le polynôme P, (x) = 4 — x° + 
+ x? — x admet comme racine x = 1. 


Fig. 1 


Montrer que le polynôme - P, (x) pos- 


sède une racine réelle située dans l'intervalle JO, 1f. 
c) Montrer que toutes les racines admises par le polynôme 


P, (&) = Te ({ — x?) sont réelles et qu'elles appartiennent à 


l'intervalle ]—1, 41. 
= 98. Vérifier que le théorème de Lagrange f (b) — f (a) — 
= f' (c) (b — a) reste valable pour les fonctions ci-dessous sur l’in- 
tervalle Î0, 1]: 

a) y =1+x+ ax; 

b) f (x) = 2° + Az? + Bx + C (4, B, C sont des nombres 
réels) ; 

c) f (x) = A2 + Bxz + C. 

Trouver le point c. 

99. Montrer que si une fonction f (x) admet une dérivée bornée 

sur Ja, bl (|f (x) | & M), alors: 

a) f (x) est uniformément continue sur Ja, bl; 

Ÿ si £ et b sont des nombres finis, la fonction f (x) est bornée 
sur Ja, bl. 
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INDICATION. Soient x un point arbitraire et x, un point fixé de 
l'intervalle la. b[. Alors 


TG) = TT) — f Go) + f Go) 1 < 
< 1) — À @o) | + fo) 1 = FF ©) xx + 7 (ro) b, 


où c se situe entre les points x et x); 

c) si l'intervalle la, bl est infini, la fonction jf (x) peut être une 
FR infinie elle aussi; considérer la fonction f (x) = In x sur 
M, cool. 

100. Déterminer les intervalles où les fonctions 

a)y—=3+z—ax; b) y = 4x — xt 
sont monotones. 

Si une fonction œ (x) est continue sur la, b] et si de plus elle ad- 
met une dérivée positive (négative) sur Ja, bl, on peut alors affirmer 
que cette fonction est strictement croissante (strictement décrois- 
sante) sur [a, b]. 

L’assertion ci-dessus peut être mise à profit pour prouver cer- 
taines inégalités. 

Par exemple, la fonction @ (x) = e* — 1 — x est continue sur 
[0, of. Elle sera strictement croissante sur [0, of, car œ’ (*#) — 
— € — 1 > 0 sur ]0, ol: Par ailleurs, @ (0) — 0 et c’est pour cela 

ue 
b  —1—:>0, VYrEÏl0, œf. 
Sur ]J—oo, Of, la fonction (x) est strictement décroissante et, pour 
cette raison, e* — 4 — x => (0) = 0. De cette façon, Vr Æ 0, 


A+ zx. 
Prouver les inégalités suivantes: 


101. re <sinz < 3 (x >> 0). 


102. cos x >> 1 — _ (x > 0). 
Calculer les limites ci-dessous en appliquant la règle de L’Hospi- 
tal : 


1 v 
03. Jim, “104, lim 82. 
x+o Sin dx #0 % 


105. fees . 106. lim ee | 
xæ0 T 50 ZX 
2 
= 107. lim ue + 108. lim x*. 
X —> 00 T + x++0 
_> 109. a) lim ES Die tgz )', 
x0 \ © | Menu } 
+ sh ax ; : th 3x | 
c) ha sh bx ? d) a tex 
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... æcotgz—1, _. thæ—zx 
e) a x? ; À) Les z—shzx ? 
; tg 3x ô 1 
lim  h) lim [coth +) ; 
8) x 7/2 gx x +0 £ 
4 
) limaT-#; j) lim (in)"; k) lim (thz)'; 
x—+ 1 - X++0 æ X—+ +00 
: COS x VERS .  a*—zx0 , 
1) Lim chz | , M) Mn z—a (a 0); 
PRE 
n) lim Vite? (n est un entier naturel); 
x—0 
LOVE ETES Var: 
0) PE A nt (m, n sont des entiers naturels): 
x—0 
RE 
; — À 
En : 
p) Xi Vz—1 ÿ 


q) lim (VzaVrsyz- va . INDICATION. Multiplier ef 
X—+ 00 
diviser par l'expression conjuguée ; 
tgzr—sinz 
sin® x 


110. Etablir si l’on peut utiliser la règle de L’Hospital dans 
l'exemple ci-dessous : 


r) lim(1—x) ig —; s) lim 
x 1 X +0 


= 


Ecrire les développements en série suivant les puissances de x 
des fonctions suivantes: 

111. f (x) = tg x jusqu'au terme x. 
— 112. f (x) = e*-* jusqu'au terme #f. 
+ 113. y — In cos x jusqu'au terme x. 
114. y = sin (sin x) jusqu’au terme x. 

Trouver les limites ci-dessous à l’aide du développement d'après 
la formule de Taylor: 


— 145. lim SE RCE) 116. lim (5) 
x0 x +0 
147. lim LME, 148, lim 1h 
x +0 # x +0 s 
— 119. En appliquant la formule de Taylor, calculer : 
a) le nombre e à 106 près; 
b) le nombre sin 1° à 1076 près; 
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c) le nombre V 5 à 10% près; 

d) les nombres In 2 et In 3 à 105 près (cf. [1], chapitre 9, 
514, (8)). 

120. Entreprendre l'étude de l’extrémum local admis par les 
fonctions suivantes: 

a) hd ne b) y — [zx]; c) y — 22? — x°; 

d) y — +; dy sin æ (0Lzx< 2); 

D = AU as D y = a + 4e) 

) y = à° — Gr? + 9x — 4; i) y — cos x + 0,5 cos 2r: 

j) y = sin x + 0,5 sin 2x. 

121. Trouver la plus grande et la plus petite des valeurs des 
fonctions suivantes : 


a) y — 2* sur [0, 5]; b)y=z+<sur|s , 40 |. 
— 122. Trouver la distance de la courbe y — _ à la droite y — 


—r+2—=0. | 
123. Trouver sup et inf des fonctions suivantes : 
Â, 0Lxz<A, b 4 +z2 0 
. 9, 1coc2; Ver SU 10 œf 


124. Trouver les intervalles de concavité et les points d’inflexion 
des fonctions suivantes: 

a) y — 3x? — à; b) y — exp (—x°). 

125. Trouver les asymptotes des graphes des fonctions ci-des- 
SOUS : 

a) y=z+—: b) yes; 

c) y — exp (—2*); d) y = In (1 + e*). 

126. Construire les graphes des fonctions ci-dessous en étudiant à 
fond leur allure (extrémum, inflexion, zéros de la fonction, orienta- 
tion de la concavité, asymptotes): 

0 0. b) y — e 
7 127. Construire les graphes des fonctions ci-dessous données sous 
leur forme paramétrique (cf. [4], chapitre 4, $ 22): 


a) x = 2t —1?, y=3t—t; b) É got 1 45 : 
128. a) Inscrire dans l’ellipse 
x? y2 
PARENT 
le rectangle d’aire maximale possible et dont les côtés sont parallèles 


aux axes de coordonnées (fig. 2). 
b) On dispose d’une tôle carrée de côté a dans les coins de laquelle 
on découpe des carrés égaux entre eux (fig. 3) de côté x. En pliant 
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ensuite la tôle suivant les pointillés, on forme une boîte à fond carré. 
Quel doit être le côté des carrés découpés pour que le volume de la 
boîte ainsi obtenue soit maximal? 

c) La distance qui sépare le bateau À (fig. 4) d’une côte rectiligne 
est égale à 9 km (segment KB). Un courrier qui se trouve à bord doit 


Fig. 2 Fig. 3 


être envoyé au camp Z situé sur la même côte à 15 km du point B, 
Indiquer le point P de la berge où doit aborder le courrier pour 
qu’il puisse transmettre son message le plus vite possible si l’on sait 


Fig. 4 Fig. 5 


qu’à pied il fait 5 km à l'heure, alors qu’en ramant il avance à une 
vitesse de 4 km/h. | 

d) On dispose d’un rondin de diamètre d qui doit être transformé 
en une poutre de section rectangulaire de base a et de hauteur À 
(fig. 9). Trouver les valeurs de a et de k assurant la résistance maxi- 
male de la poutre si l’on sait que cette résistance est proportionnelle 
au produit ah°. 

129. Inscrire dans la parabole d’équation y — 3 — x? le rectangle 
d’aire maximale ayant un côté sur l’axe Ox et deux sommets sur la 
parabole susmentionnée (fig. 6). 

130. Deux bateaux À et B avancent à vitesses constantes v et v 
suivant deux lignes droites qui font entre elles l'angle 6. Trouver la 
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distance minimale qui sépare les bateaux au moment où les distances 
au point d’intersection de leurs routes sont respectivement égales à a 
et b (fig. 7). 


Fig. 6 


mw 131. Déterminer le rayon de courbure des courbes suivantes: 


2 2 
a) = 2pz; D) +=; 


C) y= (1— cos t), x (t— sin t) (c'est une cycloïde). 
132. Former l'équation de la développée de la cycloïde - 


x =a(t—sint), y—=a(l — cost). 


CHAPITRE 2 


INTÉGRALES 


$ 1. Intégrale indéfinie 
(cf. [1], chapitre 5) 


En utilisant la table des intégrales, trouver les intégrales ci- 
après : 
2 138. Ü2(5—x)dx. 134. | (Aa) dx. 135. | 


x? dx 


A+? 


136. | ({+sinæ+cos x) da. 137. | _… dx. 
— 138. | terx de. 139. | th? de. 140. | coth?z dx 


141. { VIENS 442. | (2x — 3) dx 


Vi—zt 


143, a) a  : b) | (4 — x) (1 — 25) (1— 32) de ; 
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C) (E+#+ &) de ; d) [VER de; 
e) (==) dr; f) 2 dr: g) ir dr: 
b) [rés D | dr; np [@r+srd; 
k) | (@shz+bch x) de; 1) | (25 — 9) de ; 


( dx | dx : 
D js 0 | 
__ dx =, —2x —3x 

0) | V' 3x? —2 U p) { (e + € ) dx. 


En transformant d’une façon convenable l'expression sous le 
signe d'intégration ou en pratiquant des substitutions adéquates, 
trouver les intégrales ci-après: 


144. | 145. | Su, 446: { _ 


Vi ETS cesse 
147. ere 148. | tex dz. 149. me 
150. (a V2—5 dx. 191. = 
7 152. a) rt b) jaÿ/Tra dr; 


zdt . 2 OT. : | dx | 
[ges 0 Es 9 
d In? 
f) =: g) { ds; h) | cotexdr; 
: dr , . dx . Arctg x : 
i) |: j) en k) Î 1+ 7° LE 
dx , 
sh?zch?zx ? 
x dr, 33/4 Lzrèdr. og | 
0) | V1 3x ? p) E 1+x dx ; ep À 4 Lex 


En appliquant la méthode d’intégration par parties, trouver les 
intégrales ci-dessous : 


— 193. | Arctg x dx. 154. | ze * dx, 199. | x sh x dx. 


1) | sh? x da ; m) | ch? x da ; n) | 


156. | zsintadx. + 157. | Arcsin x dx. 
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158. Üzcoszdz. 159. | ArctgV/x da. 

160. a) | a sin 2 dx; b) {x Arctgz dx ; 

c) |ate-% dr ; d) ae, e) | incdr; 
f) | al x de (n = —1); g) | a ch 8x de ; 


h) | atsh x de; i) | sin æ In (tg x) de. 


À l’aide de la méthode des coefficients indéterminés, trouver les 
intégrales des fonctions rationnelles ci-dessous : 


2x +3 | 2x +1 
161. à) [ns di D [es à 


; dx : dx . 2x —2. 
162. à) le > D) Î z?—2r +1 ? c) Eee ox. 


S dx | dx 
163. à | Trpern: D | Enera 
x dx 


dx : nn à 
164. a) Der b) | (x+1) (x+2) (+3) ? 
EE tax, 
o | mr? D) (ir BAT 5 ©) | ou RE 
e 


dx 
Î) \ EN E À ; g) Es nn js 
Trouver les intégrales des fonctions homographiques irrationnel- 
les suivantes : 


dx 
165. | HZ 


dx : dx : 

b) | zU+2Vr+Y 2) 9) | VrA+y 2 
Vr+i—Vr—1 on dx | 
d) | Vr+i+ Vr—t id 9) | 1+Vz+Vi+s 


(n est un entier naturel). 


2 à dx . 
166. à |: 


V @œ— a) (x — 0)" 1 
Trouver les intégrales des fonctions quadratiques irrationnelles 
suivantes : 
dx 
167. | = - 166. (Va—2+2 2x + ddr. 
Trouver les intégrales des fonctions trigonométriques ci-dessous : 


169. à) | sintæ de ; b) RE: 
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170. a) | cost x de ; b) | _ 


COS 2x 


171. la (tes). 


2Sinr—Ccosr—1 
dx ( 
a? sin? x + b?cos? x 


b) | ETS D |: d) l'en: 


e) | [th (2x + 1) + coth (2x — 1)] dr. 


172. a) | t—tgx); 


$ 2. Intégrale définie 
(cf. [1], chapitre 6) 


173. Montrer que la fonction de Dirichlet 


O0 pour x irrationnel, 
ÿ 4 pour x rationnel 


n’est intégrable sur aucun intervalle [a, b]. 
174. Sans calculer les intégrales indiquées, établir laquelle 
d’entre elles est la plus grande: 
x/2 x/2 It/2 


a) | sin x dx, | zdz, | — da ; 
0 0 


(==) 


b) e* dx, (1+ x) dx. 


che les tele définies à l’aide de la formule de Newton- 
Leibniz : 


V3 . n/4 
175. à) | SR b) | sin 2x dx ; 
1/V3 0 
T/2 Tt/4 1/2 
Fe dx 
C) À cosx dx ; d) \ tgxdx; e) T 
ï ï a VIe 
sh 2 : 2 2 
f —__— ; 1—zx|dzxz; h) | zinzxdx. 
ln 9 |! | | 


x/2 
176. | Te ——— (a, b > 0). 
0 


a? sin? x + b? cos? 
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TT 1n 2 À 


177. {zsinz da. 178. | ze* dx. 179. | af" (x) de. 


0 0 0 
180. Prouver la validité des égalités ci-dessous pour 4 et ! en- 
tiers: 
27 


0 si AZI, 

a) | sin ke sin 1e de — | à 
I SI h=—l: 
+ 0 si k ZI, 


b) | cos kx cos Lx dx — 
0 
27 
C) | cos kx sin /x dx —0, Vk, 
0 
INDICATION. Décomposer l'expression sous le signe d'intégration 
en une somme de fonctions trigonométriques. 
181. Trouver les dérivées des intégrales suivantes: - 


msi k= 1: 


Ci 
L 2 


x b b 
a) — | sint?dt; b) (VIF; C) 7 | sinatde. 
a a a 


182. Vérifier que le théorème de la moyenne 
b 


| f(x) da =f (® a) 


reste valable pour la fonction f (x) — x? sur l'intervalle [0, 1]. 
183. Calculer l'intégrale définie de la fonction 
1, 0O<Kr<1, 
(= | 
4— 2x, 1<L2<2. 


$ 3. Applications de l’intégrale définie 
(cf. [1], chapitre 7) 
Calculer les aires des figures limitées par les courbes suivantes: 
184. y—=x?, y—2—x 


7185. y=h(1— -), y—0 (R>0, b>0) (fig. 8). 


2 2 
— 186. +1. 


2 


—187. r — a (1 + cos p), où r et p sont des coordonnées polaires 
fig. 9). 
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"188. Calculer la longueur de l’arc de courbe 


x? { 2 


189. Trouver la longueur de l'arc d'astroïde (fig. 10) 
aU3 + y28 — q2u8, 


-- 490. Trouver la longueur de l'arc d’une arche de cycloïde 
(fig. 11) + 


x=a{(t—sint), y—al—cost) (0<t< 2x). 


191. Déduire la formule donnant la longueur de l’arc d'une cour- 
be définie en coordonnées polaires par l’équation p = f (6). 


y 


É x 


Fig. 8 Fig. 9 


Fig. 10 Fig. 11 


192. Trouver la longueur d’arc de la courbe d’équation (fig. 12) 
— 4 COS + 


définie en coordonnées polaires. 
+193. Trouver la longueur d’arc de la cardioïde (cf. fig. 9) 


r = a (1 + cos y). 
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194. Trouver le volume: 
a) du cône (fig. 13) de génératrice 


y=-z (O<zx<h); 


b) du ionneau tronconique (fig. 14) de hauteur h et dont les 
rayons des bases sont respectivement égaux à r, et r,; 


c) du corps engendré par la rotation de l’arche de sinusoïde 
y = sinx 0Lz< nr); À 

d) du corps engendré à la suite de la rotation de la parabole 
y? = 2px autour de l’axe Ox (0 Lx <a) (fig. 19). 


4 195. Calculer les aïres des surfaces engendrées par la rotation 


des courbes suivantes: 
a)xzx—=a(t—sint), y—afi—cost) (0<L1i<2n) autour 


de son axe de symétrie; 
b) 9y? = x (3 — x}? (0 x L 3) autour de l’axe Or; 
c) y = x (0 L x L 1) autour de l'axe Oz; 
d\)z—acost, y — a sin° { (astroïde) autour de l’axe Ox. 
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196. Calculer les intégrales ci-dessous par les méthodes des 
rectangles, des trapèzes et de Simpson; estimer l'erreur admise: 


1 1 
CS uSt 
2) | Ter (m=8); D) ps (12). 


7 197. Construire le polynôme d’interpolation de Lagrange du 
3-ième degré pour la fonction f (x) si f (0) = 0, f (1) = 1, f (2) = 2, 
j (3) = 0. 


$ 4. Intégrales impropres 
(cf. [1], chapitre 6) 


_ 198. Calculer les intégrales suivantes: 
1 


Ç zadt , | dx ; 
a) | 12 ; D) er (æ > 0); 
1 : 1/2 : 
Gé .: x 
L, LS ) | she 


_199. Etudier la convergence des intégrales ci-dessous en appli- 
quant le critère dé comparaison : 


a) Üexp(—s)dr; 1) reed 
1 
1 


0 
c) [se de; d) \ dx 
1 


0 V1 zi | 
< 200. Calculer les intégrales ci-dessous par la méthode d’intégra- 
tion par parties: 


à 


e “dx; bb) | e"* cos bx dx (a >> 0); 
0 


e* sin x dx. 


—201. Etudier la convergence des intégrales suivantes : 


Ê cos ar d { sinzd 
a) | TE (p>0); ob) | ri U»420); 
0 
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CHAPITRE 3 


ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE LINÉAIRE 
ET DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


$ 1. Déterminants et matrices 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 1 à 3) 


Calculer les déterminants suivants: 


202. 15 3 203. |1 2 204. 18 9 
k 4! 3 a D: il 
205. |cosa —sinœ 206, |cosa sin œ - 
sinæ  cosa| sinf cosp | 
x 2x—+1 ° 
207.la+-b a—b| —208. |11z 1+z 
a — b se! — 1 æ |” 
1x 1+z 
209.12 1 1 210.10 x 0 
1 25 le Z. L' æ 
t 4 2 0 x 0 


< 211. Etablir la parité ou l’imparité des permutations ci-dessous : 
4) 1.2: 4: 9.9: b) 5, 1, 2, 3, 4; 
C) 15-92, 9:54; d) 1, 4, 3, 2, ». 

“212. Trouver les cofacteurs de tous les éléments du déterminant, 


À — 


& & & 


x ZX 
b x 
Z C 


et vérifier que 
3 
A = > Air A 18. 
k=1 


213. Calculer les déterminants ci-dessous en accumulant des 
zéros dans une ligne ou dans une colonne: 


a) b)|1 253 


4 
4 
AE 
4 


© N 
EE CO NO 
EE Co Co 
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> 214. Calculer les déterminants de Vandermonde suivants: 


a) [1 2 22 25 b) |1 a a? 


1 3 32 33 4 b b2 |, 
1 5 52 55° 1 c c? 
1 6 62 63 
215. Multiplier entre eux les déterminants 
1. 2: 9 2 14 1 
A,=13 8 21=5 et A—|1 3 1/—7 
PRES DRE 4 1 2! 


par toutes les quatres méthodes possibles (c’est-à-dire en multipliant 
les lignes ou les colonnes de A, par les lignes ou les colonnes de A,). 
Vérifier que dans tous ces cas le produit des déterminants À — A,A, 
est égal à 35. 

216. Soient les matrices 


3 4 8 1 
À — b= : 
(: 1): e ;) 
Trouver la matrice C — ÀA + uB si 


ad) À =i,;u=2; b)1—=—5,u = 2. 
«< 217. Trouver la transposée A* de la matrice 


2 21 
a-(51 
22 1 


et déterminer le rang de À. 


$ 2. Systèmes d’équations linéaires 
(cf. [1], chapitre 10, $ 4) 
Résoudre les systèmes d'équations ci-dessous à l’aide de la for- 
mule de Cramer : 
218. [ 2x, +3x, —1, 219. ( Sxi+ x, —=4, 
IT + 0Lo = 4. 2x, + 4x, = 1. 
220. (x +y—1—221. ( 2r— y+38z—9, 
Lai farm Z— — 4, 
4x — Ty + z—9. 


JT—0y+ z— —4, 


| z— y +3z—9, 
4x—Ty+ 2—5. 
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— 223. En transformant la matrice élargie B, établir si le système 
ci-dessous est soluble. 


2x + Ty+3z+ t—=5, 
z + 3y+oz—2it— 53, 
x+ 9y—9Yz+8it—1i, 
OX + 18y + 4z + 0t— 12. 


_/ 224. Trouver le rang des matrices suivantes: ; 


2145 ne 
a-| 01 2}, B— 
1 2 4 0 
Utiliser à cette fin la transformation des lignes et des colonnes des 
matrices (méthode d’accumulation des zéros). 


1 
2 1 2 
1 3 1 
14 4 0 


© % = 


S 3. Vecteurs 
(cf. [1], chapitre 10, $ 5) 


225. a) Trouver la projection du vecteur a = (1, 4) sur la 
direction du vecteur b — (1/V 2, 1/2). 

b) Calculer les projections x, y, z du vecteur a sur les axes de 
coordonnées si l’on sait que |a | = 2, à = 1/4, B = n/3, y — 2n/3, 
où @, , y représentent respectivement les angles du vecteur a 
avec les axes Ox, Oy, Oz 

c) Trouver les projections du vecteur a indiqué au point b) ci- 


dessus sur la droite orientée L de vecteur unité b — (1/2, 1/2, 1/V 2). 
226. Soient les vecteurs a — (1, 2, 2) et b = (2, 1, —1). Trou- 

ver les modules de ces vecteurs, la distance entre les points a et b 

au cas où les origines des vecteurs a et b se confondent avec l’origine 

des coordonnées, et le produit scalaire ab. 

«+ 227. Trouver le cosinus de l’angle que font entre eux les vecteurs 

suivants: 


a) a — (2, —À, 4), b — (—3, 2, 6); 
b) a = (V2, 1, —1), b — (1, 0, O); 
c) a = (1, 3, V6), b = (1, 1, 0). 


228. Est-ce que le vecteur a = (x, y, z) peut former avec les 
axes de coordonnées les angles a = 11/6, $ — x/4? 
229. Trouver les coordonnées du vecteur a si | æ | — 3,.a = 


— NN — 
———— 


Y: 
_- 230. Soient les vecteurs a et b tels que | a | — 13, | b | = 19, 
[a + b | — 24. Trouver | a — b |. 
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231. Soient les vecteurs a et b tels que | a | — 11, | b | — 23, 
[a — b | — 30. Trouver | a + b |. 

232. Trouver l’angle que forment entre eux les vecteurs a — 
=, 1,150: 8 (0: 1:00. 0: 

233. Soient deux vecteurs orthogonaux a et. b = 0. Quelle doit 
être la valeur du paramètre À pour que le vecteur a + XÀb soit ortho- 
gonal au vecteur a + b? 


$ 4. Division d’un segment dans un rapport donné 
(cf. [1], chapitre 10, $ 7) 


234. Trouver sur le segment qui relie les points O = (0, 0, 0) 
et À — (1, 2, 2) dans l’espace à trois dimensions R, le point M — 

= (x, y, 2) divisant ce segment dans le rapport 2: 3. 

235. Trouver) les coordonnées du centre de gravité M — (x, y) 
d'un système constitué de deux points matériaux À — (3, —5), 
B = (—1, 1) de masses q = p — 1. 

236. Résoudre le n° 235 dans le cas où qg = 3 et p — 9. 

237. Le segment d'’extrémités À — (1, —5), B — (4, 3) est 
divisé en trois parties égales. Trouver les coordonnées des points de 
division de ce segment. 


$ 5. La droite 
(cf. [1], chapitre 10, $ 8) 


238. Dire lesquels des points M, = (3, 1), M, = (2, 3), M, 

— (—2, 1) se trouvent sur la droite 2x + 3y — 13 = 0. 

239. Ecrire l’équation de la droite 2x + Sy — 13 = 0 de deux 
manières différentes: équation d’une droite à coefficient angulaire 
et équation d’une droite passant par un certain point et orientée 
dans un sens donné. 

. 240. Soit la droite x + 2y + 1 = 0. Former l'équation de la 
droite passant par le point M, — (2, 1) et qui est: a) parallèle à la 
droite donnée; b) perpendiculaire à la droite donnée. 

241, On connaît les équations de deux côtés d’un rectangle 


2x — 3y + 9 —= 0, 3x + 2y — 7 = 0 


et l’un de ses sommets O — (0, O0). Former les équations des deux 
autres côtés de ce rectangle. 
"242. Réduire à la forme normale les équations des droites: 
a) 2x + 9y +4 =0;b) x +y—1—=0;c) 2x — y +3 = 0. 
243. Trouver la distance du point À — (1, 2) aux droites: 
a) 2x + 4y — 5 —0; b) 2x + 8y +1 —=0; c) x + y = 0. 
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$ 6. Le plan 
(cf. [1], chapitre 10, $ 9) 


— 244. Former l'équation du plan passant par le point M, — 
— (1, 2, —3) et qui est perpendiculaire au vecteur v = (1, —2, 3). 
- 245. Former l'équation du plan ee passe RE les trois points 
suivants: (1, 4, 1), (1, —1, 0), (2, 1, 
_ 246. Ecrire les équations "des plans ae par le point (1, 1, 1) 
et qui sont: a) perpendiculaires et b) parallèles au plan 


2x + 4y +z—5—=0,. 


247. Indiquer parmi les plans ci-dessous ceux qui sont parallèles 
entre eux: 

a) 4x + 2y — 42 + 5 = 0, 2x + y — 23 — 1 —0; 

b)z—3z+2—=0, 2x — 62 — 7 —= 0: 

c) 2x — 3y + 5z — 7 = 0, 4x — Gy + 103 — 14 = 0: 

d) 2x — 3y + 5z — 7 = 0, 4x — 3y + 10z — 14 — 0. 
— 248. Ramener les équations des plans: 

a) 2x — 3y + 62 —7 —=0, b) 4x — y + 8z — 14 — 0 
à la forme normale. 
“= 249, Trouver les distances du point À = (1, 2, 1) aux plans 
suivants : 

a) 2x — 3y + 62 —7 =0, b) 2x + y — 23 — 1 —0. 

250. Trouver l’angle formé par les plans indiqués au n° 248. 

- 251. Ecrire l’équation de la surface sphérique centrée en l’origine 

des coordonnées et tangente au plan 2x + 3y + 4z — 12 — 0. 

252. Ecrire l’équation 2x + y — 52 — 6.— 0 sous la forme de 
l'équation d’un plan en fonction de ses coordonnées à l'origine. 
253. Former l'équation du plan qui passe par le point (2, —1, 1} 
étant perpendiculaire aux plans: 


2x — y + 33 — 1 —0, x + 2y +z=0. 


— 254. Déterminer les angles «, B, y formés par la normale aux 
plans 


a)z+yV2+z—1 —= (0 ; b)zV3 +y+1—=0 
avec les axes de coordonnées. 


- 255. Calculer la distance qui sépare les plans parallèles ci-des- 


SOUS : 
a) x — 2y — 22 — 1 = 0, b) 2x — 3y + 6z — 1 = 0, 


x — 2y — 22 —6—0; 4x — 6Gy + 122 +1 = 0, 
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$ 7. La droite dans l’espace 
(cf. [1], chapitre 10, $ 10) 
256. Trouver les points d’intersection de la droite 
| 2x +—y—2z—3—-0, 
x +y+z—1—=0 
avec les plans de coordonnées. 
++ 257. Trouver les rapports qui doivent être satisfaits par les 
coefficients de la droite 
[ Aix + By +C;z+D,=0, 
| Ar + Boy + Coz + D, =0 
afin que celle-ci : a) coupe l'axe des abscisses; b) se confonde avec 
cet axe. 
258. Ecrire sous forme canonique l’équation de la droite passant 
par le point (1, 0, —1) et parallèle au vecteur a = (2, —3, 5). 
259. Former les équations paramétriques de la droite qui passe 
par le point (1, —1, —3) étant parallèle au vecteur a — (2, 1, 5). 
260. Former les équations canoniques des droites suivantes: 
a) z—2y+3z—4—0, bb) ot + y+ 2z — 0; 
St +2y—052—4—0; 2x + 3y — 22 + 5 —0. 
-— 261. Trouver l’angle @ que font entre elles les droites 
z—2 _Yy—3 Z tt y—2 z +9 


D 1 5° 1 1 V2 ° 


262. Soient les droites 


x +2 y z— 1 z—3 y—1 z— 7 


PRES RE DO GK 20" 
Pour quelle valeur de Z ces droites sont-elles concourantés Ÿ | 
— 263. Ecrire l'équation de la droite qui passe par le point 
(1, —1, 0) étant perpendiculaire au plan 2x — 4y + z — 3. 


$ 8. Orientation d’un système de vecteurs. 
Produit vectoriel et produit mixte 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 10 à 13) 


264. Soient les vecteurs 
a) a — (1,2), b = (3,5); b) a = (1, 2), b = (3, 7). 
Etablir leur orientation par rapport au système de coordonnées x0y. 
265. Supposons que les vecteurs a et b forment entre eux l'angle 
o -= 1/6, de plus | a | — 7, | b | = 6. Trouver [a X b |. 
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266. Etablir si les vecteurs a = (1, 0, 3) et b — (2, 0, 6) sont 
colinéaires. | | | 

267. Indiquer la condition à laquelle doivent satisfaire les 
vecteurs a, b pour que les vecteurs a + b et a — b soient coli- 
néaires. 


268. Montrer que si a + b + c — 0, alors 
aXb—bxXc=cXxa. 
269. Calculer le sinus de l’angle formé par les vecteurs a — 
= (—2, 2, 1)et b — (6, 3, 2). 
270. Trouver l'aire S du parallélogramme construit sur les 
vecteurs plans a = (4, 2), b = (3, 4). 
REMARQUE 1. Si l’on définit dans le plan xOy un triangle de 


sommets À = (x,, y,), B = (xs, yo), C = (xs, ya), il est évident 
que l’aire de ce triangle est la moitié de l’aire du parallélogramme 


——> —— 
construit sur les vecteurs AB — (x, — x;, y, — y,) et AC = (x3 — 
— Lj, Y3 — Y,). Ainsi, l’aire du triangle ABC sera 


Lo —X; _… 
T3 Li Y3— UV: 


S — 


2 


Cette égalité peut également s’écrire 


ALTER 
S=|5|xz; Yo Î 


Z3 Ya Î 


Le dernier déterminant du troisième ordre est égal au déterminant 
du second ordre figurant plus haut. Pour s’en convaincre, il suffit 
de multiplier par (—1) la première ligne du déterminant du troisième 
ordre, de l’additionner à la deuxième et à la troisième lignes et 
d'effectuer le développement du déterminant suivant les éléments 
de la troisième colonne. Pour s'exercer, calculer l’aire du triangle 
ABC de sommets À = (1, 2), B — (2, —1), C — (0, 1). 

271. Vérifier si les vecteurs ci-dessous sont coplanaires : 

a) 4 — (2, 3, —1), b —= (1, —1, 3), c — (1, 9, —11); 

b) a = (1, 1,0), b — (0, 1, O), c = (1, 1, 1). 

272. Montrer que les quatre points suivants se situent dans le 
même plan: À = (1, 2, —1), B= (0, 1, 5), C—(—1, 2, 1), 
D = (2, 1, 3). 

REMARQUE 2. LA POSITION RÉCIPROQUE DE DEUX DROITES. 

Soient deux droites Z;, et Z,: 


tt DU. 71 (L,) 


Gen Ba V1 
2 Lg __ Ye __ 3% L 
2 Be Ye ? (La) 
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où œ? + PB? + y? — 1 (i — 1, 2). Considérons les vecteurs unités 


ai — (cu; Pas Vi), = (@, be, V2), 
et les points 


A1 — (ti, Yo 1), À — (os Yas 20). 

On appelle distance d entre les droites L, et L, la distance minimale 
qui sépare deux points arbitraires AE Let BEL. 

Les droites L, et L, peuvent occuper dans l’espace trois positions 
différentes. L 

I. Les droites Z, et L, peuvent être concourantes en un point. 
Il est évident que dans ce cas d — (. 

II. Les droites Z., et Z, sont non coplanaires, ce qui veut dire 
qu’elles ne sont ni concourantes ni parallèles entre elles. Dans ce 
cas, les vecteurs a” et 4? ne sont pas colinéaires et la distance d entre 
L, et L, est donnée par la formule 
Lo Li Ya Ur 22 — 2: 

œ; P4 Yi . (1) 
œ Be Ve 
En effet, supposons que Il, est le plan qui contient la droite L; 
et qui est parallèle à la droite Z,, tandis que le plan IT, passe par la 
droite L, étant parallèle à L,. Il est évident que les plans IL, et IL, 
sont parallèles entre eux et perpendiculaires au vecteur a! X a?, 
Pour cette raison, la distance entre les droites L, et L, est égale à 
la distance qui sépare les plans IT, et IT. 
Etant donné que A, EL, € Ïl,, alors A) 
que A, € L, € IL, il est immédiat que 
la distance d entre IL, et IT, est égale à la 
valeur absolue de la projection du vecteur d 


———— —+ 


A4, sur le vecteur a! X a?: 


——> 
d = | Praixar A14 |, 
ce qui. est égal au second membre de Fig. 16 
(1) (cf. [1], chapitre 10, $ 5, p. 395). 

III. Les droites ZL, et Z, sont parallèles. Dans ce cas, on peut 
considérer (s’il le faut, on change le signe dans les équations de la 
droite Z,) que a! — a?, La distance d entre ZL, et L, est calculée 
d'après la formule (fig. 16) 


Fe À À {at xa?) | 1 


2 JaitxXa?| | [a!'Xa?| 


A 
Pr A; A2 
a 


PR —— D 
d — 4 | 4,49 |? — (pra: 4,4,)? = 1 A,4, |?—(4,4,, at}? — 
= V (to — 23) + (Yo — Ya) + (22 — 25) — [to —ti) + 


os + (Yo — Ya) Ba + (22 — 24) Y1]? 
(ui + Bi + y = 1). 


—> 
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REMARQUE 3. APPARTENANCE DE DEUX DROITES À UN MÈME 
PLAN. 
Ci-dessous nous allons montrer que l'appartenance de deux 
droites L. et L, à un même plan est assurée si l'égalité 


Lo — Li Yo — Yi Zo — 2, 
Œ; P: Y: |=0 (2) 
Œ Be Yo 


est satisfaite (c’est une condition nécessaire et suffisante). En effet, 
cette égalité peut être mise sous forme vectorielle de la façon suivan- 


te: A14, (& X a?) = 0, ce qui représente la condition‘ d’apparte- 


ms —} 


nance des trois vecteurs A,4,, a!, a? au même plan (cf. [1], chapi- 
Le 10, $ 13), donc l'appartenance des droites Z,; et L, à un même 
plan. 

REMARQUE. 4. Il est évident que dans les cas I et III examinés 
ci-dessus les droites L, et L, se situent dans le même plan. C'est 
pour cela que l'égalité (2) est vérifiée. Pour le cas II, les droites Z, 
et Z, ne peuvent évidemment pas appartenir à un même plan et l'éga- 
Jité (2) n'est plus valable. 

Pour s'exercer, trouver la distance entre les droites suivantes: 

a) t—1_y—2_ 2—6 z—1_y—2 _z—6, 


ne US te 
LL es 


4 D. 77 4. 1 5 6 3 
b) T1 _y—2 z —6 Œ& _y—i z —2 

& 5 4  ? 1 2 4  ? 
c) TA y—2 21 2x5 _y—3 _ z+1 

5 3 7 8 10 6 
PR 

Î 2 3 ? 2 4 6 ? 
e) Æ _y—i z+2 z—1 _y+2 z— 6 

4 D & 7 À 2 1? 

US re 

À 2 CR 3 Lu 


(réponses: a) 0; b) 3/V 2; c) V 33/2; d) V 3/14; e) 7/V 2; f) O). 
Ci-dessous est la solution du problème pe en b). 
Dans le cas examiné, À, = (1, 2, 6), A, = (0, 1, 2). Les vecteurs 
(4, 5, #4) et (1, 2, 1) ne sont pas des vecteurs unités. En multipliant 
les équations des droites par les modules de ces vecteurs, on obtient 
les équations de ces droites sous la forme qui nous convient : 
z—1 _ y —2 - z—6 T y —1 - 2—2 
4/V5T  5/V57 4/V57?  A/V6 2/V6 1/V6 ? 
c'est-à-dire à — 4 57, B, = 5/V 57, y, = 4/V 57; « = 1/V6, 
B, — 2/V 6, y, = 1/V 6. Il est aisé de vérifier que la condition (2) 


Î 
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n’est pas satisfaite, ce qui signifie que les droites considérées sont 
non coplanaires. Cela nous permet de trouver la distance cherchée 
d’après la formule (1). FNOr le produit vectoriel des vecteurs 


unités al — (oi, Bi, V1), = (@o, Pos Ye): 
 J k 
ai x a? — 4 Pa Vil = RE [— 3i+3k]. 
Oo Pr Ve 


D'où |a! X a? | = 1/V 19, et la formule (1) nous donne 


te 
dsiya| & 6 al) .°. 


REMARQUE 5. VOLUME D'UN TÉTRAËDRE. 

Soit le tétraèdre (pyramide triangulaire) ABCD de sommets 
A = (Xi, Yi 21); B = (x2, Yo, 22), C— (xs, Ya 23), D — 
— (x,, Y,, Z,). On demande de trouver le 
volume de ce tétraèdre (fig. 17). 

La\ figure 17 montre que le volume du 
tétraèdre ABCD est égal à 1/6 du volume 
du parallélépipède construit sur les vecteurs 


—> — — 

AB, AC, AD. D'autre part, on sait que le 
volume de ce parallélépipède (cf. [1], cha- 
pitre 10, $ 13) est donné par la valeur 


absolue du produit mixte des vecteurs AB, 
—> — 
AC, AD. Il s'ensuit que le volume V de 


notre tétraèdre ABCD sera Fig. 17 
4 > —> ——> 
— (4B x AC) AD|- 
6 
PS. _ en Ti Yi 21 À 
Ho 1 Ya Us 22 —2; nt Ye & 1 
| 6 ls PL et As Alle 
T3 Ys 23 1 
Li — Li Yu “Yi Z4 — 24 
Ti Yi Z 11] 


PROBLÈMES. Trouver le volume des tétraèdres de sommets: 

a) À = (0. 0, 0), B — (1, 1, 0), € = (2, 1, 0), D = (0, 0, 6); 

b) À — (0, 0, 0), B = (4, 1, 1), C = (1, 1, 0), D = (0,0, 8); 
(réponses: a) 1; b) 4). 
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$ 9. Systèmes de vecteurs linéairement dépendants 
et linéairement indépendants 
(cf. [1], chapitre 10, $ 14) 


273. Etablir si les vecteurs 
a) a = (ls 451,1), =; 2, 1;:2). 
aÿ = (3, 1, 3, 1), af = (0, 1, 1, 0): 

bia" = (1, 0; 1), a= (Lt, L, 2), a—1(2; 1; 2) 
seront linéairement dépendants ou linéairement indépendants. 

274. Montrer qu un système contenant deux vecteurs égaux entre 
eux est un système linéairement dépendant. 

275. Trouver toutes les valeurs de À qui permettent d'exprimer 
le vecteur b — (7, —2, À) par les vecteurs a! — (2, 3, 5), a? — 
— (3, 7, 8), a — (1, — 6, 1), la dépendance étant linéaire. 


$ 10. Opérateurs linéaires. Base 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 15 à 17) 


276. Calculer les produits des matrices AB et BA: 


| 9 2 3 4 
» 4-5 7;) #-( 5) 
1 2 4 1 
b) À — B — 
)4=(5 2) 2-(6 0): 
o 8 —4 3 2 
C) a-[ 9 ) »| 1 
4 7 —3 4 2 
277. Calculer les expressions suivantes: 
4 41\2 4 1A\/11 4 1\° 
9) (o 1) = ou 1}; p) (o 1) | 
1 1\? 
C) È 1) (n > 3). 


a D 
278. Trouver toutes les matrices PB — Ê à) obtenues à la 


suite des permutations des éléments des matrices À indiquées ci-des- 
SOUS : 


à a-(sjrna- (7 
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279. Trouver les matrices inverses de celles indiquées: 
2 5 7 
4 2 
2) a=(, ): b) a 3 } 
SR 
0) a=(ire e7 


sin œ COS Œ 
280. Résoudre l’équation matricielle 


1 2 3 9 - ZX y 
(à )2-( ) : x=( ) 


| 1 2 
SOLUTION. Trouvons l’inverse de la matrice À =, A Aya 
1 2 


As = —3, Any = —2, A1; a-|, 2: 
A A 
de 
Ai — A A — 3 4 |: 
12 22 RE 
À A 2 ” 


En multipliant à gauche par A7! les deux membres de l’équa- 
tion, on obtient (4-14 = E): 


3 5 4 1 
= AA es | 
oui ( : D, : 


281. Résoudre l'équation matricielle 


3 —2 ( 1 2 
X: — 
(e se — 5 " 
Pour trouver l'inverse (4-1) de la matrice À, on peut résoudre 
le système y — Ax par rapport a æ&. Soit æ — By. Alors A — B, 


car ÀABy — Ax = y, c'est-à-dire AB — E ; BAx — By — x, c'est-à- 
dire BA = E, où E est la matrice unité, donc AB — BA — E,. 


1 2 
Trouvons par ce procédé l'inverse de la matrice #=f, ;) F 


Formons maintenant le système linéaire 


Ly + 2To = Yu 


AX — ou 
ÿ SL + ÀTo — Yo. 
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En résolvant le système ainsi formé, on a 
Ti = —2Y1 + Yo: 


0 1 
LT — 5 Ni 5 Ye 


e e #P #r ° e La La _1 
282. En utilisant le procédé indiqué ci-dessus, trouver À 
«les matrices suivantes: 


19 1 4 © 

a) a-[ 4 b) A—10 1 1 

14 O 1 

283. Etablir parmi les transformations (opérateurs) ÀAx indiquées 
«elles qui sont linéaires et trouver les matrices des opérateurs li- 
néaires : 

a) AT — (xs + Las 2Xi + Lys DE — Lo + Ls); 

b) AT = (x, % + 1, zs + 1). 

284. Soient les vecteurs linéairement indépendants a!, a?, a 
de base i!, i?, i°. Trouver la transformation linéaire qui fait passer 
les vecteurs a!, a?, a° respectivement en b!, b?, bÿ si 

a — (2, 3, 5), a? = (0, 1,2), aÿ — (1, 0, 0); 
bd, 1: 1), = 1, 1); = (2, T2) 

INDICATION (cf. [1], chapitre 10, $ 16). Si l’on donneles systèmes 
«le vecteurs 

QÙ = (Guns Gays sn À = (Qi, Au, Ag), À = (Qi, dos, Ass): 

D — (bin, boy, dus), D — (br, bus, bar), D — (bis, Dos, Vas): 
alors l’opérateur linéaire engendré par la matrice 


A1 y is 
A—|@x > x], 
sy so ss 
‘transforme la base il, 52, & respectivement en a!, a?, aÿ. Il s'ensuit 
que A”! transforme a!, a?, a* respectivement en ü!, à’, &. De la 
même façon, l’opérateur B engendré par la matrice 
Dis Dir Dis 
B — Das Da Ds , 
Dr Ds2 Uss 
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transforme ëi!, i?, & respectivement en b!, b°, b%. Donc, BA” 
transforme a!, a?, aÿ respectivement en b1, b?, bÿ. 

285. Trouver la transformation linéaire qui fait passer les vec- 
teurs 


= (2, 0,3), «a =(& 1,5), dd —=(6, 1:2) 
respectivement aux vecteurs 


b— (1,2, —1), b—(4, 5, —2), b—=(1, —1, 1). 


286. La transformation linéaire À de base il, 5°, à, 1° est dotée 
de la matrice 


1 2 0 1 
3 0 —1 2 
2 9 3 1 
d2 4 3 


Trouver la matrice de cette transformation de base suivante : 

4} 11, dd LS 

b) it, ns Li HR 9, El Li LES Lt 

287. La transformation linéaire À de base a' — (1, 2), a? — 
— (—1, 1) est dotée de la matrice 


1 —2 
À — 
” _3) 
Trouver la matrice de cette transformation de base b! = (1, —2), 
— (3, —1). 


288. Soit la transformation À de base a!, a* (cf. n° 287) dotée de la 


4 2 
matrice À — 0 1) . Trouver la matrice de cette transformation 


de base bi, b?. 

289. Etablir si parmi les couples de vecteurs indiqués ci-dessous 
il y en a qui sont orthogonaux: 

a) æ = (1,2, 3), y — (0, —3, 2); 

b) x = (1,2, 1), y = (0, 1, 2); 

c) æ — (1, 0, 1), y = (0, 2, 1). 

290. Montrer que le système de vecteurs 

el —(1, 2,3), e?—(0, —3, 2), e° = (13, —2, —3) 


est une base orthogonale de R3. Trouver les coordonnées du vecteur 
x — (1, 0, 0) de cette base. 
291. Compléter le système de vecteurs orthonormal 


z—(1/V 2,0,1/V 2,0), y—(0, —1/y 2, 0,1/V 2) 


à une base orthonormée de R, par les vecteurs z et #. 
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292. Etablir l'orientation de la base orthogonale indiquée par 
rapport à la base fondamentale it — (1, 0, 0), 2? — (0, 1, 0), 
& — (0, O0, 1): 


D PTT De 
293. Soit une nouvelle base orthogonale b!, b? définie par la 
matrice orthogonale 


AN “à 
1/2 V3/2) 


Ecrire les formules assurant le passage des coordonnées (x, x,} 
d'un vecteur «a d'une certaine base ancienne aux coordonnées (x;, x;} 
de ce vecteur de base nouvelle. 

294. Soit une base a!, a? définie par la matrice 


s-(1) 


Ecrire les formules assurant le passage des coordonnées du vecteur & 
de base ancienne aux coordonnées de base nouvelle et vice versa. 


$ 11. Sous-espaces vectoriels 
(cf. [1], chapitre 10, $ 20) 


295. Dire si les ensembles des vecteurs cités ci-dessous forment 
des sous-espaces linéaires : 

a) ensemble des vecteurs à coordonnées entières impaires ; 

b) ensemble des vecteurs à coordonnées entières paires ; 

c) ensemble des vecteurs disposés sur une droite qui passe par 
l'origine des coordonnées ; 

d) ensemble des vecteurs situés sur l’axe Ox ou Oy; 

e) ensemble des vecteurs dont les extrémités se situent dans le 
Ier quadrant du système de coordonnées (on suppose que l’origine 
du vecteur se confond avec l’origine des coordonnées) ; 

f) ensemble des vecteurs dont les extrémités sont disposées sur 
une droite donnée; 

g) ensemble des vecteurs dont les extrémités et l’origine se 
trouvent sur une droite donnée; 
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h) ensemble des vecteurs qui représentent différentes combinai- 
sons linéaires possibles des vecteurs xt, x?, ..., x" de R, (k <n). 

296. Enumérer tous les sous-espaces linéaires AÀ.. 

297. Soit L le sous-espace R, (c'est-à-dire l’ensemble des vecteurs 
situés sur la droite x, — kx,;). Trouver le sous-espace L' orthogonal à 
celui indiqué. 

298. Trouver la mesure et la base des sous-espaces linéaires qui 
représentent les combinaisons linéaires des vecteurs suivants (on 
dit encore «sous-espaces engendrés par lesystème de vecteurs donné »): 

a) & = (1, 0, 0, —1), a? = (2, 1, 1, 0), a — (1, 1, 1, 1), at= 
— (1, 2, 3, 4), a = (0, 1, 2, 3); 

bia (10, Da (ft, 1, 1);0 = (2, 1,.2);4— (6; 2:53) 

299. Soit L un sous-espace de R, engendré par les vecteurs 


a —(1,0,0, —1), a?= (2, 1,1, 0). 


Trouver le sous-espace L’ orthogonal à L. Supposons que le vecteur a 
est orthogonal à L’. Montrer qu’il représente une combinaison li- 
néaire des vecteurs a!, a? (a — aal + fa?) 
300. Soit e!, e* une base orthonormale du plan et soit un opéra- 
teur linéaire À de base f! — el, f? — et + e? doté de la matrice 
1 2 
$ se Trouver la matrice de l’opérateur A* adjoint de À de la 


même base f1, f?. 
SOLUTION. La matrice de l’opérateur A* de base e!, e? est l’ad- 
jointe de la matrice de l’opérateur À. 


Trouvons tout d’abord la matrice de l'opérateur À de base e!, e°. 
On a 


A (eï) = A (fi) = fi + f? = 2et + &: 
A (e) = A(f—f)= A (f) — AP) = fi — 2P = et — 2e. 


Ainsi, la matrice de l'opérateur À de base e!, e* est de la forme 


: k — ) 1 2 ) 
TA 207 tt 2) 
Trouvons maintenant la valeur de l’opérateur A* de vecteurs f!, f?: 
Afft= A*el— ei e2—3fi- fe, 
A*f2— A* (et “e e?) — Aftelt + A*e2— 3ft— f2 1 e1__ 962 — Gft — 3f2. 


De cette façon, la matrice de A* de base f?, f? se présente comme 


suit : 
( | ;) 
\—4 —3) 
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301. Posons au n° 300 la matrice de l’opérateur À de base f?, f? 


1 3 
égale à Ê 1): Trouvons la matrice A* de même base. 


302. L'opérateur linéaire À de base 


ts —— (1, LA 1), J° Fe (4, 1, 2), f° = (1, 1, 0) 


est défini par la matrice 


1 1 5) 
Ds) 
2 7 —5 


Trouver la matrice de A* de même base en supposant que les coor- 
données des vecteurs sont d’une certaine base orthonormale (par 
exemple, f! = el + 2e? + eÿ). 


$ 12. Opérateurs autoadioints (hermitiens). 
Formes quadratiques . 
(cf. [1], chapitre 10, $$ 22, 23) 


303. Trouver la plus grande valeur propre de l’opérateur auto- 
adjoint défini par la matrice 


a) a=(, 1): b) a=(, n) 


304. A l’aide du théorème de Sylvester, établir si les formes 
quadratiques ci-dessous seront strictement positives: 

à) 2? + x + 22% + 4tits + tits + 23; 

b) 217, + 2213 + 22,24, + 2%ts + 222, + 2Xat, ; 

C) 2x + 25 + 325 + 2rite + 22it3 + 2tota. 

305. Trouver les valeurs propres des formes quadratiques ci- 
dessous et établir le type auquel elles appartiennent : 

a) f = 2 + Axy — y°; 

b) f — x? + 26y? + 10xy; 

c)f = 2? + 3y? + 2 V3 xy. 

306. Réduire à leurs formes canoniques les formes quadratiques. 
suivantes : 

a) 32? + 3x, + Atito + Atits — lots; 

b) 7x? + Tai + Tai + 221x, + 2tits — 22%3. 

307. Trouver les transformations orthogonales qui ramènent les 
formes ci-dessous à leurs formes canoniques et écrire ces dernières : 

a) 6x? + 5x + Tri — Amite + Alta; : 

D) 1725 + A4ré + A4rf — Aile — Etts — Bret ae 


& 13] CONIQUES 4T 
$ 13. Coniques 
(cf. [1], chapitre 10, $ 24) 


L'équation générale d’une conique (courbe du second degré) est. 
de la forme 
Az? + 2Bzy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, (1} 


où À, BP, C ne sont pas simultanément nuls. 
On considère que B >0. L’équation (1) peut également être 


mise sous cette forme en posant x — x’, y — —y'. La transformation 
orthogonale correspondante ramène l’équation (1) à la forme 
ME + An? + 2dE + 2en + g = 0, (2} 


où no sont les valeurs propres de l’opérateur autoadjoint linéaire: 
engendré par la forme quadratique 


Ar? + 2Bxy + Cy? (3) 


d, e, g étant des nombres quelconques. Lorsque B — 0, l'équation 
(1) prend la forme (2). C’est pour cela que dans la suite nous allons. 
considérer que B > 0. 

Les coordonnées Ë, n seront considérées dans le nouveau système 
rectangulaire (nouvelle base orthonormale) dont les vecteurs unités 
sont représentés par les vecteurs propres de l’opérateur autoadjoint 
indiqué. De plus, si le premier vecteur propre x! (vecteur unité} 
qui correspond à la valeur propre À, est de coordonnées (x,, yo), 
alors en qualité de second vecteur propre (pour B => 0) on prend le 
vecteur (—y,, zo) Ou (Yo, —%0). Signalons que les vecteurs (x,, yo), 
(— Yo, Xo) Sont orientés de la même façon que la base de départ. 
i — (1, 0), j — (0, 1), tandis que les vecteurs (xo, Yo}: (Yos —%o) 
sont orientés en sens inverse (A = = | * : = 1 <0). 

0 7 “0 

Donc, si B>—0, la transformation des coordonnées est de læ 

forme 


= ToË EE ns Yo; 
y = Yoë Æ Ton. 
Lorsqu'il s’agit d'un espace à deux dimensions, les valeurs 


propres et les vecteurs propres peuvent être calculés d’après les 
formules obtenues au $ 24 de [1]: 


MS + SV AB (4 Ci, 


,, AÈE I VIRTUE CR ; 
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{ A—C 
Lh — V + a ——_— — 
? TT V4B?+ (4 C} ? 
eV on 
: 2 2 y4B?L(A—C) 
Il est évident que chaque fois on peut trouver des nombres propres 
en tant que racines de l'équation caractéristique 
A—X BP 
B C—X 


alors que les coordonnées du vecteur propre x! sont données par la 
solution du système 


(4 — À) ïo + Byo= 0, 
Bxs+(C—À;) Yo = 0. 


Si les deux nombres À, et À, ne sont pas nuls, l'équation (2) peut 
s’écrire 


MŒE—a)+h(n—f=y, a, B=—, (à 


= 0: 


— 


où y est une constante. En posant u = £ — &, v — n — $, on ob- 
tient 


Au? + AU? = Y: (9) 


Si AC — B?> 0, alors À, > 0 et l'obtention à partir de (5) 
de l’équation canonique d'une ellipse (réelle ou imaginaire) ou d’un 
point est immédiate. 

Mais si AC — B*< 0, alors AA, < 0 et l’on obtient sans diffi- 
culté en partant de (5) l’équation canonique d’une hyperbole ou d’un 
couple de droites concourantes. 

Enfin, si AC — B? = 0, alors A,À, — 0. Toutefois, l’un de ces 
deux nombres À,, À,, par exemple À,, n’est pas nul. Alors l’équation 
(2) s'écrit 

À (6 — a)° + Ôn = ©. (6) 


Si Ô — 0, l’équation (6) définit un couple de droites (réelles ou 
imaginaires). Quand Ô Æ 0, en posant u = Ë — &, v = n — _. et 
éventuellement v — —v', on obtient l'équation d’une parabole sous 
sa forme canonique. 

308. Etablir les types des coniques ci-dessous et mettre leurs 
équations sous forme canonique : 

a) 3x? + 3y? — 6x — 12y + 3 — 0; 

b) 32° + 2y? — 6x — 12y + 15 — 0: 

C) a? — 2y? + 4y — 4 = 0; | 
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d) 3x? — 6x + 3y? — 12y + 15 = 0; 

e) x? — 2y° + 4y — 2 = 0; 

f) 4x — 3y? + 12y — 12 = 0; 

g) 3x? + 2y? — 6x — 12y + 22 = 0. 

309. Etablir les types des coniques ci-dessous et mettre leurs 
équations sous forme canonique. Ecrire les transformations du 
système de coordonnées. Représenter graphiquement les systèmes 
de coordonnées et les coniques : 

a) 3x? + A0Oxy + 3y? — 2x — 14y — 13 — 0; 

b) 25x° — A4xy + 25y? + G4x — G4y — 224 = 0; 

c) 9x? — 24xy + 16y? — 20x + 110y — 50 —= 0. 

310. Soit 


4x? — 4xy + y? + 6x + 1 = 0 
l'équation d’une conique. Trouver les valeurs de # pour lesquelles la 
droite 
y = kx 


a) a un point commun avec la conique; 
b) coupe la conique en deux points ; 
c) n'a aucun point commun avec la conique. 


311. Etablir les valeurs de 4 pour lesquelles la droite y = kx 
est tangente à la conique 


œ + +2=V2(y—2). 


312. Ecrire l'équation de la conique qui passe par les points: 
(0, 0), (1, 0), (1, 1), (—2, 1), (O, 3). 


$ 14. Quadriques dans l’espace 
(cf. [1], chapitre 10, $ 25) 


L'équation générale d’une quadrique (surface du second degré) 
dans l’espace est de la forme 
Qals À daotg + Assls + 2itite + 2yglals + Dodo + 
+ 241% —+ 2À To + 2A 33 + B _— 0. (1) 
Si l’équation (1) ne contient pas de produits de variables mixtes 
(c'est-à-dire 4, — di3 = 4,3 = 0), elle se met sous forme canonique 


par formation des carrés parfaits par rapport aux variables x,, ,, ta 
du type 


Au (li — 1)? + Goo (ta — A)? + Ass (T3 — 3)? 


et en réalisant une translation de l’origine de coordonnées au point 
(a, Œo @s)- 
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Dans le cas où il y a des produits mixtes, il faut tout d'abord 
ramener à la forme canonique la forme quadratique symétrique 


3 3 


2 2 VAAVAUAE 


k=1 


Les valeurs propres de l'opérateur engendré par la forme quadratique 
ci-dessus sont données par les racines de l'équation caractéristique 


y —À y is 
do: Aoo — À Go3 =0, 
3: da Ag —À 


alors que les coordonnées des vecteurs propres &* (k — 1, 2, 3) sont 
trouvées à partir des systèmes 


(dy —Àx)Ti + Go + ist =; 
doi + (99 — À) Lo + At —0, 
A31T4 + Agolo + (433 — Àn) Z3 = 0, 


qui, comme indiqué au $ 25 de [1], admettent toujours des solutions 
(trois vecteurs deux à deux orthogonaux LL). 

313. Ramener à la forme canonique les équations des quadriques 
ci-dessous et indiquer la dénomination de ces dernières: 

a) à? + y? + 22 + 2x + 4y — 4 =0; 


pb) x? + 2y? + 7% + 2x + 4y — 4 = 0; 
c) à? + 2y? — 2? + 2x + 4y — 1 = 0; 
d) 2° + 2y? + 2x + 4y — 23 + 3 —=0; 
e) x? — 4y? — 7? + 8y — 23 — 9 = 0; 


f) x? + 2y? — 2x — 4y — 1 = 0. 

314. Ramener à la forme canonique les équations des quadriques 
ci-dessous et indiquer les transformations de coordonnées correspon- 
dantes : 

a) 112! + 5x . “ + 16xits + Atita — 202,Ta + 27, + 22, + 
+ Ds +1 

b) 32° . 3%, +  . + 4tita — 2243 + 4x + 1 = 0. 

315. Trouver la courbe suivant laquelle le plan x — 2 coupe l’el- 
lipsoïde 


x? y? 22 
BTmTEa— 


316. Ecrire l’équation canonique de l’hyperboloïde à une nappe 
qui passe par les points (1, O, 0), (0, 4, 0), (1, 1, 1). 

317. Trouver les équations des projections sur les plans de coor- 
données des courbes d'intersection du paraboloïde elliptique 


pp +ñiz=x 
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avec le plan 
x + 2y — 2 = 0. 


318. Quelle est la ligne définie par les équations 


319. Trouver l'équation du plan tangent à l’hyperboloïde à une 
nappe 


au point (0, O, c). | 
320. Former l'équation de la surface engendrée par la rotation de 
l’ellipse 


x? y? 
ati 
z=0 


autour de l’axe Or. 

SOLUTION. Considérons un point quel- 
conque P = (x, y, 0) sur l’ellipse 
indiquée. Lorsque l’ellipse tourne autour 
de l’axe Ox, le point P décrit un cercle 
de rayon y. Soit M — (x, y, z) n'importe 
quel point sur ce cercle (il se trouve éga- Fig. 18 
lement sur la surface cherchée). Il est 
évident (fig. 148) que CP=|y|-=CM=Vy +72, r = x. 
Etant donné que le point P se situe sur l’ellipse, on a 


2? y? 
PT HET Ds D 


En substituant à y et à x leurs valeurs, on obtient 


x?  y2+2 
mt 1. 


C'est l'équation de la surface cherchée. 
REMARQUE. Ci-dessus on a fait tourner la courbe f (x, y) = 0 
autour de l’axe Ox et dans l’équation de la courbe on a substitué 


V y? + z? à la coordonnée y, ce qui nous a amenés à l’équation de la 
L* 
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surface de révolution autour de l’axe Ox: 
f(x, Vy?+2)=0. 
Il est immédiat que l’équation 
f(Va?+z,y)=0 


correspond au cas où la rotation s'effectue aufour de l'axe Oy. 
321. Former l’équation de la surface engendrée par la rotation 
de la courbe 


autour de l’axe Oz. 
| 322. Trouver les points d’intersection des surfaces et des droites 
indiquées : 


a O2 y 23 _ y—4 +2, 
AS Ar ape ge eu es me. 

a LL y? , 2t1_y—2_ 2+3 
DS en D 1 


323. Former l'équation du cône de sommet à l’origine des coor- 
données et dont les génératrices sont 
tangentes à la sphère 

(x + 2}? + (y — 1) + (2 — 3) — 9. 

SOLUTION. La sphère en question est 
de rayon 3, son centre se trouvant au 
point C — (—2, 1, 3). Ainsi, le plan xOy 
est tangent à la sphère au point 

— (—2, 1, 0) (fig. 19). La demi-droi- 
te OP constitue la génératrice. La direc- 
trice du cône se trouve sur la sphère et 
dans le plan qui passe par le point P 
perpendiculairement à la droite OC. La 
droite OC est d’équation 


7 
Fig. 19 DU D © 3; 


Le plan passant par le point P et qui est perpendiculaire à la droite 
OC est défini par l’équation 


—9 (x +2) + (y —1) + 3z = 0. 
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C'est pour cela que la directrice du cône peut être définie par le 
système. d'équations suivant 


(z+2)2+ (y —1)+(2—3)2=9, 
— 2x + y+3z—5—0. 

Prenons maintenant un point quelconque (x, y, z) sur la directrice 
et un point arbitraire (X, Ÿ , Z) de la génératrice (et du cône en 
même temps). L'équation de la génératrice peut s’écrire comme 
l’équation d’une droite passant par les points (0, O0, O) et (x, y, 2): 


En éliminant x, y, z entre les équations du système et entre les 
trois dernières équations, on obtient l’équation du cône. Fixons 
z = C et-exprimons x, y par X, Ÿ, Z: 


cX _ cY 


Fo gs Be Z: 


En substituant ces valeurs dans le système et en éliminant le para- 
mètre c, on aboutit à la suite des transformations élémentaires à 
l'équation du cône 


X? + 4Y? — 47? + AXY + 12X7Z — 6GYZ = 0. 


324. Former l'équation du cône de sommet S$S = (5, 0, O) et 
dont les génératrices sont tangentes à la sphère x? + y? + 7? — 9, 


CHAPITRE 4 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
(cf. [1], chapitre 8) 


$ 1. Notions de base 


325. Trouver et représenter les domaines d’existence des fonctions 
suivantes : 


a) u—=W1—z22—4y; b) u=V1-È+É, 
C) u—=Y y2— 4x ; d) Pr mere 


En 
— 


e) u—In(x+y); f) u— Arcsin 
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326. Trouver et représenter les domaines d'existence des fonctions 
de trois variables suivantes: 


de A UE 27 | 3 2 3 
D u=V1-$-h +; buy 1t-$-HsEr, 
2 
c) u=In(—2—y?+ 22) ; d'u=y/1+5+4- 
e) u — Arcsin x + Arcsin y + Arcsin z. s 
327. Trouver les valeurs particulières de la fonction 


f&yD=r+E 


aux points (1, O), (1, 1), (2, 1). 

328. Trouver f (x, y) si f (x + 2y, x — 2y) = xy. 

329. On appelle ligne de niveau d’une fonction u = f (x, y) 
l’ensemble de points de son domaine de définition où elle prend une 
valeur constante donnée : f (x, y) = c. Il s'ensuit que cette dernière 
égalité représente l'équation d’une ligne de niveau. 

Du point de vue géométrique, cela correspond aux opérations 
suivantes: on coupe par le plan w = c la surface définie par notre 
fonction et on projette la ligne d’intersection ainsi obtenue sur le 
plan zOy. Cette projection n’est autre chose que la ligne de niveau 
dont on vient de parler. 

Trouver les lignes de niveau des fonctions ci-dessous : 

x? y? 


: = D 
a) Le ous b) Hu 


z? 


c2 ? 


330. Trouver la distance p qui sépare les points (1, O0, 1) et 
(2, 1, 0) de l’espace R:. 

331. Trouver la limite de la suite de points 

R__{_ 1 k° _ 
M = (=; Rec) (1, 2, ...). 

332. Soit un ensemble £ —={|[xz | <1, | y | L1}. Indiquer les 
points qui sont intérieurs à cet ensemble. 

333. Dire si les ensembles ci-dessous sont connexes: 


z? x? 2 
a) E={lal+lylSih D) E=f$-5-H>t}; 
c) E={r#+yÿ 1}. 


$ 2. Limite d’une fonction. Continuité 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 3, 4) 


Un nombre À est appelé limite d'une fonction f au point æx° 
si celle-ci est définie dans un certain voisinage de æ°, sauf éventuelle- 
ment en æ°, et si 

lim f(x) = À, 
ah 2° 
ahx0 
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quelle que soit la suite de points x" -£ x° de ce voisinage convergeant 
vers æ!. 

On rencontre pourtant des cas, où la fonction f n’est définie que 
dans un certain sous-ensemble £ du voisinage, ce qui entraîne l’ap- 
parition de la notion de limite de la fonction au point æ° sur l’en- 
semble £. 

L Un nombre À est appelé limite d'une fonction f au point a € E 
(£ est l’adhérence de £, cf. [1], chapitre 8, $ 11) sur l'ensemble E si 
lim f(x*)= À, 
a" 200 


RCE, æha 


quelle que soit la suite de points x" € Æ qui converge vers æ°. Voici 
une définition équivalente: un nombre À est appelé limite d’une 
fonction f au point æCEÆE sur l'ensemble Æ si Ve => 0, 346 — 
— Ô(e, æ) > 0 et tel que 


lf(æ)— A|<e, VxeE, 0<|x—x]|<ô. 
EXEMPLE .1. Soit la fonction 
ET NET Se { 
f(x) =f(es %)=Vrite Sin 

définie sur tout le plan À, à l’exception de l'origine des coordonnées. 
Il est évident que dans tout voisinage de l’origine des coordonnées, 
la fonction f satisfait à l'inégalité 

—— |; 4 —— 
[f (æ)| =|V3 raisin SV + = 

. =fx|=|æ—-0]<e (rxÆ0) 


à condition que | x | 8 — &. De cette façon, la limite habituelle 
de la fonction j au point 0 — (0, 0) existe et est égale à zéro: 


lim f (x) = 0. 
= 


EXEMPLE 2. Soit la fonction 
: 1 
(ti T2) = (ti + x,) sin 7. 
définie sur l’ensemble Æ qui représente le plan R, privé des axes de 


coordonnées. La fonction:f n’admet pas de limite habituelle au 
point 0 — (0, O0), mais la limite de ÿ à ce point sur l’ensemble Æ 
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existe et est égale à zéro 
lim  f(x,, &) —0. 
+0 
(xs, X2)CE 


PROBLÈMES. Etudier l’existence de la limite des fonctions: sui- 
vantes : 


a) f(x, y = 2@ TU au point (0, 0); 


a+ y? 
== 2 2 
b) f(x, y) = SE au point (0, 0); 
c) f(x, y, z)=exp(—1/(x2?+y2+2))/(x8+ y +zt) au point 
(0, 0, O). 


334. Trouver les limites des Re suivantes : 
a) lim EL (x 0): b) in 
x—+0 


y +2 0 
335. Quelle doit être la valeur de c pour que la fonction 


Vi—at—4p, a+4p<1, 
f (x, n=| c, + 4p > 1 


nr, T. 


soit continue sur tout le plan xOy? 
336. Etablir si la fonction 


2 
f(x, y) = + D D 
0, x=y—=0: 


a) est continue au point (0, 0); 

b) est continue sur une demi-droite de vecteur directeur quel- 
conque @ =£ 0 issu de l’origine des coordonnées. 

337. Montrer que l'ensemble des points (x, y) est un ensemble 
ouvert si l'inégalité À — x? — y? => c est vérifiée. 


$ 3. Dérivées partielles. Différentielles 
(cf. [1Ï, chapitre 8, $$ 5, 6) 


Trouver les dérivées partielles et les différentielles totales des 
fonctions suivantes: 

338. u — 2 + y? — 2xy. 339. u — x°y°. 

340. u = In (x + Ve + y?). 

841. a) u — Arctg (y/x); b) u = zy + +; 

c)u —= at; d)u = sh (x + y); e) u = ch (x°y + sh y). 


S 4] DÉRIVÉES PARTIELLES 57 


342. Calculer le déterminant 


0e pos 
or à 
A— ï 
Oy. y 
: ôr 0® 


si: a) x = r cos @, y = r sin p; b}) x = r? + @,y = r + œ°. 

343. Trouver les dérivées partielles des fonctions composées ci- 
dessous par rapport aux variables £ et +: 

a)u—=Vzr+y, où x —eitt, y Int; 

b) u = xy, où x = cos (t + +), y —= sin (4 — +). 

344. Trouver et construire le gradient des fonctions ci-dessous 
au point P = (1, 1): 

a) u —= x°y; b) u — 2x? — 3y°. 

345. Trouver les dérivées des fonctions w ci-dessous au point. 
P — (1, 1) suivant la direction du vecteur # — (}/3/2, 1/2): 

a)u =In Va? + y; b) u — 22? — 3y?. 

346. Trouver la dérivée de la fonction u — 2x? — 3y? au point. 
P = (1, {) suivant la direction du gradient. . 

347. Trouver les angles formés par le gradient des fonctions ci- 
dessous avec les axes de coordonnées au point P = (1, 1): 


a ua +y, bu—=zx+yvs. 


$ 4. Dérivées partielles et différentielles 
d'ordre supérieur 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 5, 9) 


348. Trouver les dérivées partielles et les différentielles du second 
ordre des fonctions suivantes: 


a) u = In (x? + y); b)u = V 2xy + y°. 
349. Montrer que les fonctions 


a) u — Arctg (y/x); b) u — —In ÿ (x — a}? + (y — b} 
vérifient l’équation (de Laplace) 


d?u 
Ôr? + ne 7 — 0. 


350. Montrer que la fonction 


u = @ (x — at) + 4 (x + at), 


où œ, w admettent des dérivées jusqu’au second ordre, vérifie 
l'équation 
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391. Trouver les dérivées et les différentielles du second ordre 
des fonctions composées suivantes (x, y sont des variables indé- 
pendantes) : 

a) u —f(E, n), Ë — ax, n = y; 

bju—=f(é,n), É=xz+y, n=1—7y. 

On suppose que f (Ë, n) admettent des dérivées jusqu’au second 
ordre compris par rapport à toutes les variables. 


$ 5. Plan tangent et normale à une surface 
(cf. [1], chapitre 8, $ 7) 


352. Ecrire l'équation du plan tangent et l'équation de la norma- 
le aux surfaces ci-dessous aux points indiqués: 
a) au paraboloïde de révolution u = x? + y? au point (1, 2, 5); 


b) à la surface u — = — y? au point (2, —1, 1). 


$ 6. Formule de Taylor 
(cf. [1], chapitre 8, $ 10) 


393. Trouver les accroissements communiqués aux fonctions 
suivantes : 

a)u = x — y? + xy, Pa l'on passe des valeurs x = 1, 
y = 2 aux valeurs 4 = 1+h, y, =2+k; 

b) u = x°y, lorsque l’on passe de x = 1, y = 1 à x, = 1 +h, 
n=1+k. | 

354. Développer suivant la formule de Taylor au voisinage du 
point (0, 0) jusqu'aux termes du troisième ordre compris la fonction 


Î (x, y) = € sin y. 

359. Développer suivant la formule de Taylor au voisinage du 
point (1, —1) jusqu'aux termes du troisième ordre compris la fonc- 
tion 

f (x, y) = exp (x + y). 
356. Trouver la valeur du paramètre 6 figurant dans la formule 


de Lagrange pour les fonctions de deux variables suivantes (cf. [1], 
chapitre 8, $ . 


4) —$ (a) = (SE) ou en 25) + 
( ee (x — 23) (0<8<1); 


a) f(x) = x? + x par rapport aux points æ° — (0, 0), x — 


mme 
ns 


b) f (&æ) = x! + x3 par rapport aux mêmes points. 
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$ 7. Extrémums 
(cf. [1], chapitre 8, $ 13) 


Effectuer l'étude de la présence des extrémums pour les fonctions 
suivantes : 

357. z = (x — 2)? + 2yi. 398. z — (x — 2} — 2y°. 

359. z — 24 + 4xry — 2y?. 

360. za ty D ho 

361. u —=.2° +7y 2 D 72 — y + x — 22. 

362. Etablir si des fonctions ci-dessous admettent un extrémum. 
Si c’est le cas, trouver sa valeur: 

1,  O0Srsi, 0<y<i, 

o = { 20 y, ocre L<y<2; 


2 
D) 2 (el 1, ll <1). 


$ 8. Fonctions implicites. Extrémum lié 
(cf. [1], chapitre 8, $$ 15 à 17) 
363. Trouver les dérivées Ux, Yx2 de la fonction implicite y (x) 
donnée par l’équation 


zx? y? 
OT 
364. Trouver = et _ si 
Z COS y + y COS Z + Z cos x = 1. 


365. F (x, y, z) — 0. Montrer que 
Ôx . Ôy dy Oz 0x 


——— — — mt © nt © mt =] 


ôy " ôx : 0z Ôx 0y 
366. Les fonctions u, v des variables x, y sont définies sous forme 
implicite par le système d'équations 
z—œ{u, v) =0 
y—"p(u, v)=0 


ou ôu Ov ov 
Trouver Gz ? F1 , Dx ? “à * 


367. Trouver +, _ 
368. Ecrire l’équation du plan tangent aux surfaces suivantes 
aux points indiqués : 
a) x? + 2y? + 82? = 21 au point (V3, 0, 6); 


x? y? 2° ; : £ 
b) DH A GMT HE (c'est un ellipsoïde) au point (x,, Yo; 2o). 


Si TX — U COS V, y =usinv, 3 — CU. 


60 SÉRIES (CH. 5 


369. Mener les plans tangents à la surface x? + 2y? + 3z? — 21 
et parallèles au plan x + 4y + 6z = 0. 

370. Ecrire les équations du plan tangent et de la normale à la 
surface Sxyz — z% — a au point (0, a, —a). 

371. Trouver le rectangle de périmètre donné ! et dont l'aire 
soit maximale. 

372. Trouver les axes de l’ellipse 

O2? + 8xy + Sy? = 9, 


373. Parmi tous les triangles de périmètre 27 trouver celui dont 
l’aire est maximale. 


CHAPITRE 5 


SÉRIES 
(cf. [1], chapitre 9) 


$ 1. Séries numériques 
(cf. [1], chapitre 9, $ 9) 


374. En partant de la définition, établir la convergence des sé- 
ries ci-dessous et trouver leurs sommes: 


1. 14 1 1 | 
dns Von Coar hamente et 

1. À 1 
Distast ee torperst 


O0 


1 
9 2 FOUT 


379. Montrer que la série harmonique 


. 


i LA8 
a 


est divergente, en utilisant le critère de convergence (non-convergen- 
ce) simultanée de l'intégrale et de la série et le critère de Cauchy. 
376. A l’aide du critère de convergence simultanée de l’intégrale 


et de la série, établir pour quelles valeurs de & >> 0 la série > nc 


n=1 
converge. Montrer que 


N. . 
Sk=S +-O(n(N+1), N>2; (1) 


k=1i 
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N 
S= D <=OIUN+# T4, O<act, N>1; (2) 
k=1 


R&= = O0 (NI), a>1, N>1. (3) 


kR=N 


SOLUTION. Etant donné que la fonction f (x) — x% (& => 0) est à 
décroissance monotone vers zéro sur 10, of pour x —+ æ, la série 


> k-% et l'intégrale impropre {2 x dx convergent ou divergent 


1 
simultanément. 

On sait que cette intégrale impropre converge pour & > 1 et 
diverge pour 0 <a < 1, ce qui signifie que la série à Æ-% converge 
elle aussi quand & > 1 et diverge pour 0<a< 17 

Portons maintenant une estimation sur l’ ordre de croissance de 


S+ (0 <a<1). Soit &« — 1. Alors 


N+1 N de R7 N i 
In(N+t)= | EE [EST +=sr (21); 

1 kR=1 k k=1 

is N S N 1 
An (N + 1) — { ES | LS 

1 k=1 k R=1 

N + 1 ! 
__ @l 
. Na 145: 


d’où 
In (W+1)Z Si <1i +In(W+1)<2MmM(W+1), N>2. 


L'inégalité | SÂ | < 2 In (W + 1) sert justement de démonstration 
de la propriété (1). 
En utilisant l'égalité (0 x << 1) 


; N+1 N k+1 
(VHS 4 æ_s dz 
1 —@ Aa À 4% À ? 
j, + NE 


on obtient d’une façon analogue la relation (2). Signalons que les 
constantes contenues dans le symbole O (Ni-«) dépendent de «. 


Estimons maintenant le reste de RNX («x => 1): 


1 CR Sn St 

T L œ 
——  _— a ne. — — kR ® 
no == | (02 > œ. = œ N » 
(se Ne op 
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1 1 { œ 4 
1 D) d nd 
(œa—1)N RCD ._ N 
a Ne (NN ) 
BNS pat Tue Sat Un 


donc, la relation (3) a lieu. 
Signalons qu’en réalité notre démonstration est plus ample: 


1 4 . 
(&œ—1) NY SRI << "Nat: 


Etudier la convergence des séries ci-dessous en appliquant le cri- 
tère de comparaison et le critère Me tn | 


377. 2424... +R +... 378. 


1 
Er ù Vrtan 


à 5 (1-er(—h)). 


A l'aidé du critère de d’Alembert ou de Cauchy, effectuer l’étude 
de la ne des séries suivantes: 


_2k—1 4 4 n? ” n° 
> DL 82 urnes D x 


383, Er): 384. > a). 
k=—1 n=1 


Etudier la convergence des séries ci-dessous au moyen du critère 
de la convergence (non-convergence) simultanée de l'intégrale et 
de la série: 

385. 3 1, 386. > 

k 


4 
nlun-Inlnn k 1n° k 
n—=2 =2 


(e >> 0). 


à | 
887. D 5. 
n=1 
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388. Etudier la convergence des séries ayant comme terme 
général : 
4 


a) Un — | z2 +1 ; 
' 0 


Etudier la convergence absolue et liée des séries suivantes: 


1,1 (pe 1 Sd (—1 
389. 1——+——...+ +... 390. DE 
391. Montrer que la série > a,b, converge absolument si les 
k=1 


O0 


O0 
séries D'aË, >) bè convergent. 
É=1  ÉZ1 


$ 2. Séries de fonctions 
(cf. [1], chapitre 9, $$ 8, 9) 


392. Trouver le domaine de convergence des séries suivantes: 


a) D 5 D) D (0 + 


n=1 n=1 


c) > DE ; d) D a. 


ñn 
393. Effectuer l’étude de la convergence uniforme des suites ci- 
dessous : 


a) fn (€) = y D0<Lr<o; 


b) fn (x) = o<r< — 

À. HG) = =, DE rl: 

Dh), 0Lr<l. 

394. S'assurer que les séries indiquées convergent uniformément 
sur l’axe Ox tout causer 


. sin # cos se . 1 
a) À PE =; D) > s €) À [+27] 
R=0O n=1 


395, En effectuant s dérivation et l’intégration terme à terme, 
trouver la somme des séries suivantes : 


x? zn 
a) The tte; ; 


b1+2 +; + (mr +1)# de 
C) 1— Sa + St — ,.. + (— Li On — Dar + | 
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$ 3. Séries entières 
(cf. [1], chapitre 9, $$ 11, 12) 
396. Déterminer le rayon et l'intervalle de convergence des séries 


ci-dessous et étudier leur convergence aux points frontières de l’inter- 
valle convergence : 


a) y = b) D (nx)t; oc) > (n—1)37-tæn-t, 
n=1 n=i n=2 


397. Ecrire les deux premiers termes différents de zéro du dévelop- 
pement en série suivant les puissances de x des fonctions suivantes : 
a) tgæz; bjthzx; oc) exp (cos x). 
398. Mettre sous forme de séries les intégrales suivantes: 
Hd 


a) |exp(—#)dt; à) | age, 


0 
399. Calculer à 0,001 is l'intégrale 


400. Développer suivant les puissances de (x + 2) la fonction e*. 


CHAPITRE 6 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
(cf. [2], chapitre 1) 


$ 1. Notions générales 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 1, 2) 


401. Former les équations différentielles des familles de courbes 
suivantes : | 
a) y + 2Cx; by=Cixr+C,; c)y = Ce; 
d) x +y=C?; e) y = Cie* + Ce. 
402. Construire les isoclines des équations différentielles ci- 
dessous et donner les croquis des courbes intégrales correspondantes : 
a)y —=4x; by —1+y; c) y" = —x. 


$ 2. Equations du premier ordre 
(cf. [2], chapitre 1, $ 3) 


Résoudre les équations à variables séparables suivantes: 
403. xy dx + (x + 1) dy = 0. 


404. V” y2+1 dx —xy dy = 0. 
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405. e-{1+ = }=1. 406. y'—2y?—22y. 
407, y = 3y#3, y (2) — 0. 408. y’ cotg x + y = 2, y(0)—=1. 
409. Indiquer les courbes toute tangente auxquelles coupe l’axe 

des abscisses en un point dont l’abscisse est égale à 2/3 de celle du 

point de tangence (fig. 20). 

410. Dans un réservoir, il y a 100 I de 
solution contenant 10 kg de sel. Un courant 
continu d’eau d’un débit de 5 l/mn parcourt 
le réservoir pour former un mélange homo- 
gène avec la solution qui s’y trouve. Le mé- 
lange ainsi obtenu est évacué au même débit. 
Quelle sera la quantité de sel dans le réservoir 
au bout d’une heure? 

411. Au bout de 10 mn, la température 
d’un-corps passe de 100 à 60 °C, tandis que Fig. 20 
la température du milieu ambiant reste cons- 
tante et égale à 20 °C. Combien de temps faudra-t-il attendre pour 
que la température du corps arrive à 25 °C? 

Résoudre les équations ci-dessous qui se ramènent à la forme 


y'=atf | 2 ] (1) 


T 


(pour & = 1, l'équation est homogène): 
412, (x + 2y) dx — x dy —0. INDICATION. Effectuer le change- 
ment y — éx. 


413. (y? — 2xy) dx + x° dy — 0. A4. y? + x?y" — xyy.. 
415. x“dy — y?dx. 416. x“dy — (u2+ x) dt. 


417, x dy — (x cos? +27) dx. 


418. Trouver la courbe la tangente à laquelle est distante de 
l'origine des coordonnées d’une grandeur égale au module de l’abscis- 
se du point de tangence. 


Une équation du type 
y +a(x)y + b (x) y = c (x) 


est appelée équation de Riccati. Dans le cas général, elle ne se résout 
pas par une quadrature. Certaines de ces équations sont de la for- 
me (1). 

Résoudre les équations de Riccati suivantes: 

419. 2?y" + y + x°y* — 4. 
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N 
420. a) 3y/= —y— +; b) y'= D'ayhrt-t-ehi, 

i=1 
Résoudre les équations linéaires suivantes: 
421. y + 2y = 4x. 422. xy — 2y — 2x4. 
423. x (y — y) = e*. 424, ay ‘+ y = e*, y (A) = 1. 
425. y = x (y — xcos x). 426. (sin? y + x cotg y}y' = 1. 
Résoudre les équations de Bernoulli suivantes: 


427. y —=y“cosx +ytg x. 428. gs. 
429. xy—22V y —4y. 430, + pe, 
$ 3. Espaces métriques. Opérateurs contractants. 


Théorème d’existence de la solution d’une équation 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 4 à 7) : 


431. Est-ce qu'un espace à n dimensions À, sera un espace métri- 


que si la distance entre les points æ = (x, ..., x,) et y — 
— (y,, . . ., Yn) est définie par les égalités suivantes: 
a) px, y)= max ([z;—7;]}; 
RE RL 
1, «y, 
b , y) = 
ramn-ts 7e 


432. Etablir si l’ensemble de toutes les fonctions continues défi- 
nies sur [a, b] constitue un espace métrique quand 


À 1/2 
pt, 8)=( (1()—e (Pr) 


433. Soit 
OZLzx<in, a>0, 


fn = [0 Âln Lr<1. 


Indiquer les valeurs de « pour lesquelles la suite f, (x) converge vers 
zéro au sens de la métrique du n° 432. 
434. Est-ce que l’espace métrique M — [2, 8[ sera complet s’il 
est doté de la métrique p (x, y) = | x — y [2 
435. Dire si l'opérateur (la fonction) F (x) — x* sera contractant : 
a) sur l’espace métrique complet M — [—1/3, 1/3]; 
b) sur l’espace métrique complet M = [—1, 1]. 
Dans les deux cas ci-dessus, la métrique est op (x, y) = | x — y |. 
436. Construire une suite itérée pour l'opérateur F (x) — 


SL LT. 


2 
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437. a) Trouver les points fixes de l'opérateur F (x) — 1/(1 + x) 
sur (4/2, 1].-Est-ce que l'opérateur F (x) sera contractant sur [1/2, 1]? 

b) Soit F' (x) (x = (x,, x,)) un opérateur qui dans l’espace métri- 
que à deux dimensions À, est soumis à la loi 


. F (x) = (x, — T3) 


(c'est une isométrie négative par rapport à l’axe x, = 0). Indiquer 
les points fixes de cet opérateur. 

c) Soit F (x) — (x, x;), x E R,. Trouver les points du plan R, 
qui sont des points fixes de l’ opérateur F (x). 

438. En s'appuyant sur le théorème d’existence de la solution 
d’une équation différentielle, indiquer l'intervalle [x, — 6, x, + 6] 
dans D LE l'existence de la solution de l'équation 


y —= f(x, y) 
sera garantie S1 : 
a) Lo — 1, Yo = y (À) — 2, f(x, y) — 2xy* sur l’ensemble 
ni Le | 
_ Uy—21< 1=b 


b) x, — 0, y, = y (0) = 1, f (x, y) — 2xy? sur l’ensemble 


D=| . “ia ou | 


439. Trouver la valeur approchée de y (1) pour l’équation 
, 1 
y=—-zy, y(0)=1, 


en utilisant la méthode d’Euler. Adopter comme pas de calcul 
h = 0,1. 

440. À l’aide de la méthode d'Euler, trouver la valeur approchée 
de y (2) pour l'équation y = x + y si y (1) — 1. Adopter comme 
pas de calcul h — 0,1 


$ 4. Equations non résolues par rapport à la dérivée. 
Solutions singulières 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 8 à 10) 


441. Trouver toutes les solutions des équations ci-dessous. Met- 
tre en évidence les solutions singulières (s’il. y en a) et représenter 
graphiquement les résultats obtenus: 

a) y? — y" —0; b) y* — 4y° — 0; 

co PY?4+1)=<1; d) y? — 4 A — y); 

e) ay" — Jyy + x —0: À) y (ay — y} = y — 2ay'. 
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442, Résoudre les équations ci-dessous par la méthode d'’intro- 
duction d’un paramètre: 

a) z=y3+y"; b) y=y?2+9y8; c) z=yViLy? 

443. Une équation de la forme 

y = xp (y') + (y'), 

où œ, Ÿ représentent certaines fonctions, est appelée équation de 
Lagrange. En particulier, si o (y) = y’, on a affaire à l’ainsi appelée 
équation de Clairaut. Ces équations peuvent également être résolues 
en introduisant un paramètre: 


y =p, dy=pdx; y —=xœp(p) +vŸ(p); 
dy = @ (p) dx + xp" (p) dp +" (p) dp, 
ou, compte tenu du fait que dy = p dx, on obtient 


[p — p (p)l dx = xp (p) + Ÿ' (p)] dp. 
Cette dernière équation est linéaire par rapport à x et nous pouvons 
la résoudre (si p =  (p)): 


z = Cf (p) + £ (p), 


où f, g sont des fonctions connues. Le système 


ant +8 (D), 
y ==2p (p) + (p) 


donne la solution cherchée sous forme paramétrique. 
Mais si p = œ (p) (dans ce cas, il s’agit de l’équation de Clairaut), 
alors 


[xp" (p) + Ÿ" (p)] dp = 0, 
d’où 


4) dd =0, p=Cet y = xp (C) + y (C) = xC + (C) est la 
solution générale de l'équation de Lagrange (de Clairaut). C’est 
une famille de droites. Formellement, la solution générale s'obtient 
en substituant à y’ dans l'équation une constante arbitraire C; 

2) xp (p) + vd’ (p) = 0. Alors, on élimine le paramètre p dans 
e système 


Fer 
O= xp" (p) + (p) 


et l’on obtient y — % (x). Si cette fonction représente la solution de 
l’équation de Lagrange et que l’unicité de la solution est violée, il 


s’agit d’une solution singulière de l’équation de Lagrange (de Clai- 
raut). 
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444. Résoudre l'équation de Clairaut 


445. Résoudre l'équation 


y=ay +V1+y2. 


$ 5. Réduction de l’ordre d’une équation différentielle 
(cf. [2], chapitre 1, $ 14) 


446, Résoudre les équations suivantes: 
a) y” = cosxz;  b) y” = x. 
Résoudre les équations suivantes: 
4AT ay" = y'?. 448. y" = 2 (y” — À) cotg x. 
449, y" — y”. 450. y" — 2yy'. 
451. xy" — 2yy — y’. 452. yy" + y? = 1. 
y + y. 454. yy" = (y'Ÿ. 
2 456. xyy" — xy'? — yy = 0. 


$ 6. Equations linéaires à coefficients constants 
(cf. [2], chapitre 1, $ 16) 


Résoudre les équations suivantes: 

458. y" — 2y" — 3y = 0. 459. y" — 5y" + Gy' = 0. 
460. y) — y = 0. 461. y” — 5y" + Sy" — 4y =Ù, 
462. à) y®O + 2y" + y —0; b)y" + 3y — 4y = 0. 

463. Montrer que le déterminant de Wronski 


Yi (t) se Un (£) 


PO Wu ce de OUT AO 
ytn—1) (t)  : yon 1)(5) 


du système de solutions y, (t), . .., yh (t) de l’équation 
O9 (8) + pa (E) y (0) +... + pr (6) y () = 0 
à coefficients continus p, (£), . . ., p, (t) sur la, bl vérifie l’équation 


awW 
EE pi (t) W (D. 
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Nous sommes en présence d’une équation à variables séparables. 
En l’intégrant dans les limites de x, à x, on obtient 


| WE. = — | pi(é) dé, 


W (x) =W (xs) exp ( — | P: (#) dt) 


Cette dernière formule est appelée formule d'Ostrogradski-Liouville. 
Elle montre en outre que si W (x,) = 0, le déterminant de Wronski 
n’est pas nul en tous les points de l'intervalle la, b[. Dans ce cas, 
on sait que les solutions y, (ft), . .., y, (t) sont linéairement indé- 
pendantes sur Ja, bf. 

INDICATION. Cf. n° 86. Utiliser le fait que 


Ye) (8) = — pa () y D ()—  — pat) ue () (k=1, ..., n). 
464. Résoudre les équations à second membre suivantes: 
y" — Sy" + 8y — 4y = f (x), 
où 


a) f (x) = 26%; b) f (x) = 4e*; c) f (x) = 3e. 
465. Trouver les solutions particulières des équations suivantes: 


y + 2y + y = f (x), 
où 
a) f (x) = e* ; b) f (x) = sin x; 
C) f (x) = sin x + cosx; d) f (x) — sin 2x. 
466. Résoudre l'équation y” + 2y° — 3y = sin x. 
467. Indiquer la forme sous laquelle se présentent les solutions 


\ 


particulières des équations à second membre suivantes: 


y" — 9y" + 6y = f (x), 


où 
a) f (x) —e; b) f (x) — ze”; c) f(x) =sinx; 
d) f(x) = 2e; ee) f(x) = x°+x+1; f) f (x) = xe” sin x. 


$ 7. Equation d’Euler. Equations à coefficients variables 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 15, 16) 


468. Parmi les systèmes de fonctions indiqués ci-dessous établir 
ceux qui sont linéairement indépendants sur [0, 11]: 

a) 1, sin? x, cos 2x; ob) 4 — x, 2x + 3, 6x +8; 

c) x +2, (x +2); dr 2 4 
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469. Résoudre les équations d’Euler ci-dessous : 

a) 2°" — 4xy" + 6y = 0; b) x?" — 3xy + Sy = 0; 
C) t°y" — Say + 4y —0; d) x?y" — 2y = 0. 

470. Résoudre l’équation 


\ 


cg" +ay + (a) y=0 


(c’est un cas particulier de l'équation de Bessel pour v — 1/4; cf. [2], 
chapitre 1, $ 24). 
SOLUTION. Effectuons le changement y —« (x) z et choisissons 


la fonction « (x) de façon à éliminer le terme contenant la dérivée 
première z'. On obtient 


is y'=a'z+taz, y"—ox"z+2a'z +az"; 


œ 
z?az" + 2" [2u'x? + ax] +2 [az + ax + ax? — + | — 0; 


4 { 3 
2" T0 A — , œ” — a D" == —— 
er | VY x 2x V x 4x? V/ x ? 
2 
ga" + za! + 220 — LE 
Finalement, on a 

x? a è 0 malt 0 

— —2 0). Zz Z — 
V x æ 


La dernière équation est à coefficients constants et admet comme 
solution générale 


z = C, cos x + C, sin x. 
La solution générale de l’équation initiale sera 
y = = (Cicosxz- C,sin x). 
471. Résoudre l'équation 
y" — 2xy + x°y = 0. 
INDICATION. Cf. n° 470: «& (x) — exp (x°/2). 


472. Résoudre l'équation 2°y" + xy — y = f (x), où 
a) f(x) 2; b)f(x) = 2°. 
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$S 8. Méthode de variation des constantes 
(cf. [2], chapitre 1, $ 17) 


473. Résoudre les équations suivantes: 


b)y"+äy=2tgx; c)y"+y — 


COS z 


à 0,7 1 
d) y"+2y+y=—e +, 


$ 9. Systèmes d'équations différentielles 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 19 à 22) 


474. Résoudre les systèmes ci-dessous en les réduisant à une 
seule équation différentielle : 


_ + 2y + 4z = 4x, ce = Z;, 
) x b) dx. 
Te de 
dx PR de 
dz 
dd 17 ": dy, 
c) À x = (0, d) … 
“ LA UE T 
| dz | dx IT 


475. Résoudre les systèmes homogènes ci-dessous sans les réduire 
à une seule équation différentielle : 


a) Lahaie b) ÉS 

Yo = JY1 + AU ; y=y—4Ax; 

à = y +92, ADR 

D à D O2, 
E = — y — 92 . 

z(t) = x (t). 


476. Résoudre les systèmes à second membre suivants: 


a) pers b) ne” 


y=y—4r+t; y=x— y ef, 
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$ 10. Résolution des équations à l’aide 
des séries entières 
(cf. [2], chapitre 1, $ 24) 


T 477. y" + y — xy? = 0, y (0) = 2, y (0) = 1. 

__ 478. y" + xy = 0, y(0) = 1, y’ (0) = 0. 

_ SOLUTION. On tâchera de trouver la solution y (x) en tant qu'une 
série entière de la forme 


y (x) = ao + ar + ar? +. 


Après avoir trouvé y’, y”, xy et effectué les substitutions correspon- 
dantes dans l’équation, on obtiendra une série de relations reliant 
les coefficients a; (a, = 1, a, — 0) d’où l'on tirera les valeurs de 
ces derniers. 

Toutefois, le raisonnement peut suivre un autre chemin: une 
série entière est en même temps une série de Taylor de la fonction 
y (x), ce qui nous permet d'écrire 


y (2) = y (0)+ y (072 + AO ae 4 HO os à 


Les valeurs y (0) = 1, y” (0) — O sont connues en tant que condi- 
tions initiales. Les valeurs des autres dérivées de la solution y (x) 
au point x — 0 peuvent être trouvées à l’aide de l’équation diffé- 
rentielle. De cette dernière, on tire y” (0) — —0:y (0) = 0. En déri- 
vant l'équation, on obtient 
y" + y + xy' = 0, 
d’où 
y" (0) = —y (0) = —1. 


D'une façon analogue, 


y + 9y' + ay" = 0, y (0) — —2y" (0) —0, 
y®) + 8y" + xy" — 0, y) (0) — —3y" (0) — 0, 
y9 + &y" + xy® =0, y (0) = — 4y" (0) = 4, 


. + + 0 0 ee ee 0 0 0 0 D ee ee ee + + = + + ee © + + 


En substituant la valeur de y(® (0), on aboutit à 


14 147 
= 1 + À 


Es ES 
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La série ainsi obtenue converge uniformément et d’une façon absolue 
sur l’axe tout entier. 

479. y" + ye* —= 0, y (0) = 2, y (0) = 1. 

480. y = y + xe!, y (0) — 0. Trouver les trois premiers ter- 
mes de la série. 


$ 11. Stabilité au sens de Liapounov 
(cf. [2], chapitre 1, $$ 25, 26) 


481. Etudier la stabilité des solutions triviales des systèmes ci- 
dessous à l’aide de la fonction de Liapounov : 


. 
9 À ne s {° FE 


y=x—y*; ye= —2— y + y; 
pus 
c) 4. 
y=x+y 


REMARQUE. S'il y a une fonction v (x, y) telle que dans un voisi- 
nage suffisamment petit de l’origine des coordonnées il existe un 


domaine où v > 0, de plus v — 0 sur une partie de la frontière de 


dv ôv dx dv dy 


ce domaine &> OÙ) et = — EPA TRNEUS du 0 dans le domaine 


v >> 0, alors le point de repos est instable (théorème de Tchétaev). 
482. Etudier la stabilité des solutions triviales des systèmes à 
matrice symétrique suivants: 


L — 
2) (: FFE s ee 


Yy=T—Yy; y= —2x+4Ay; 
it 

C) «. 
y = 2T + 8y. 


483. Etudier la stabilité des systèmes suivants: 


n {ET ir o) {* 
y—=2T+7y; y = —6z—5y; y—=2T—7y; 


o (ET 2 "+ Phil 
y=2x+2y; y = y. 
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CHAPITRE 7 


INTÉGRALES MULTIPLES 
(cf. [2], chapitre 2) 


$ 1. Intégrales fonctions d’un paramètre 
(cf. [2], chapitre 2, $ 4) 
484. Trouver le domaine de définition de la fonction 


2m 
F(x)— | PE dy. 


I 


(Il s’agit des valeurs de x pour lesquelles l’intégrale existe.) 
Etudier la continuité et la différentiabilité de cette fonction. 
485. En s'appuyant sur l'égalité 


calculer l'intégrale 


dx 
(x? a?) * 
0 


486. Calculer la dérivée F'(x) si: 


x2 


a) F(a= [es dy; b) F(9= TH y (>0): 


Om À 


c) F(x)= | f(y+x, y--x) dy, 


où f (4, v) est une fonction continue de même que sa dérivée par- 
tielle f,. 
487. Trouver l'intégrale de la fonction F (x) sur [0, 1] si: 


1 t 
a) F(a)= | (22) dy; b) F(= | (+) dy 


X 
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$ 2. Intégrales multiples 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 1 à 5) 


Calculer les intégrales doubles suivantes: 
488. | ES. où D=(3<Lr<4, 1Ly LI}. 
D 


489. {| (x + 2y) dx dy, où D= | _3<y<3 


D 
de hp À 


490. | |resin?çar de, LE) Heat. 
+ 


D 


Dessiner les domaines d'intégration et inverser l’ordre d’inté- 
gration pour les intégrales doubles suivantes: 


2 2—V 
491. 1— | ay | f(x var. 
—6  (y?—4)/4 
3 2 
492. 1 | dx | f(x, y) dy 
0 x/3 
2 à 1 st 
493. 1 | dx | f(x y) dy. 494. 1= | az | f(æ, y) dy. 
1 1fx 0 x 


V : 
495. I — | dy | f(e,yar. 
0 y2/2c? 
Inverser l’ordre d'intégration et trouver les intégrales doubles 
suivantes : 
ce 2 2 


496. 1— de | (x y?) dy + | d | (x +- y?) dy. 
0 


1 
0 0 1 


X 


Calculer les intégrales triples suivantes : 

2 - | a y 
498. |ax | dy | (@+y+2)dz. 499. de | dy À zyz dz. 
Û Û 0 


0 0 0 
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& 
900. | dz Î | zyz dx dy, D={2+p<L4, r>0, y>0}. 

Û D 
501. Indiquer les limites d’intégration de l'intégrale triple 


(UT fa y, 2) da dy ds, 
v 
où : 
a) V est la partie commune du paraboloïde 2az => x? + y? et de 
la sphère x? + y? + 7? < 3a? (a >> 0); 
b) V est. la partie commune des sphères x? + y? + 7? < R? et 
x? + y? + 7° L 2Rz. 


$ 3. Changement de variables d’une intégrale multiple 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 6 à 10) 


502. Passer aux coordonnées polaires et calculer l'intégrale 
double 


(IV aa dx dy, 
S 


où S — {22 + y La, y > 0}. 
503. Calculer l'intégrale triple 


ARTE 


ce? 
où V est l’ellipsoïde 


2 2 2 
T7, Y'_, 2 
8 DE Ce a 


504. 'Calculer}l'intégrale double 


Var=x3 


dx | V'22 + y? dy. 
0 0 


505. Calculer l’intégrale double 


où S est l'ellipse +% <1 
a Da RS 
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506. Passer aux coordonnées sphériques et calculer l’intégrale 
( | \ V 22 y 22 dx dy dz, 
V 


où V est une sphère de rayon RÀ centrée en l’origine des coordonnées. 
507. Passer aux coordonnées cylindriques et calculer l'intégrale 


2 V'2xx? a 
= | dx | dy | 2V &+ ds. 
0 0 0 


508. Calculer l'intégrale double 
| Le V RE dr dy, 
Je 


où S est un disque de rayon À centré en l’origine des coordonnées. 


$ 4. Application des intégrales multiples 
(cf. [2], chapitre 2, $$ 11, 12) 


509. Calculer l’aire de la figure bornée par les paraboles 


y? = 10x + 25, y? = —6x +9 


et exécuter le dessin correspondant. 
910. Dessiner le corps dont le volume V est donné par l’intégra- 
le double 


1 1—x 


| dx | (1—x—y) dy 


0 0 


et calculer ce volume. 

911. Trouver le volume V du corps borné par le cylindre x? + 
+ 3% = a? et par les plans y —0, z —0, y — x. Exécuter le dessin 
correspondant. 

912. Calculer le volume V de la partie du cylindre x? + y? — 
— 2ax comprise entre le paraboloïde 2? + y? — 2az et le plan z — 0. 
Exécuter le dessin correspondant. 

913. Trouver l'aire de la partie du plan 


T 


y Z 
Le LL 
a bb ‘ c 1 


disposée dans le 1° octant (x > 0, y > 0, z > 0). 
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514. Trouver l'aire de la partie de la surface de la sphère x? + 
+ y + 2 — a? découpée par le cylindre elliptique 


a?  b? 


—1  (b<a). 


515. Trouver le centre de gravité de la moitié supérieure de l’el- 
lipse 


2 2 
D={E+h<1y>0}, 
en supposant que celle-ci est remplie d’une masse de densité p = 1. 

916. Trouver les volumes: 

a) du corps engendré par la rotation de la moitié de l’ellipse D 
(cf. n° 515) autour de l’axe Oz; 

b}),/de l’ellipsoïde 


517. On sait que dans l’hémisphère 
Q = {x ty +z2<La, 20} 
la densité de la masse est répartie proportionnellement à la distance 


des points au centre de la sphère: o (x, y, z) = c V x? + y? + 22. 
Trouver le centre de gravité de ce corps. 


HE 0 2 


Fig. 21 Fig. 22 


918. Trouver le centre de gravité de la figure de masse homogène 
représentée sur la figure 21 


S=(0Ly<4 x, —-2Lr<2} 


919. Trouver le volume du corps engendré par la rotation du 
trapèze curviligne S (cf. n° 518) autour de l’axe Ox. 

920. Trouver le moment d’inertie d'un cylindre de masse homo- 
gène, de hauteur À et dont la base est de rayon a par rapport à un 
axe qui se confond avec le diamètre de sa base. 
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SOLUTION. Admettons que l'axe Oz est dirigé suivant l’axe du 
cylindre, que la base de celui-ci se situe dans le plan z = 0 et que 
le centre de la base se confond avec l’origine des coordonnées. Le 
moment d'inertie sera calculé par rapport à l’axe Oy (c’est-à-dire 
par rapport aux plans x = 0, z = 0) (fig. 22): 


12 | (22 4-2?) dx dy dz, 


G 


où G est le cylindre considéré. En calculant l’intégrale, on obtient 


a Va  h 
D, |dr | dy\(tt#)- 
a Vars 0 


= M iV ar a? — 2? EE +) dr =(c=asint)- 
0 
— 4a?h + cos?é (a sin? { + T) dt — 
t/2 


n/2 
x = 2 
— 4a?h {a | 1— cos? 24 d+}# | 4 + cos 24 dt} = 
4 3 J 2 
0 


ns 


= (3a2 + 4h?). 


$ 5. Intégrales impropres 
(cf. [21, chapitre 2, $ 13) 


921. Calculer les HMÉERS ES suivantes : 


| aan D x TE 
C) À À avexp (— 22 y) dr dy. 
0 0 


En effectuant la dérivation par rapport à un paramètre, calculer 
les intégrales suivantes : 


522. usa ET Gr F (y) y > —1). 


0 
523. | — RE 1) 
0 
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524, En s'appuyant sur l'égalité 
1 


DE. _ 
|ade= ui (y>—1), 


calculer 


__ »B 
(Éd (B>—1 a>—1). 
0 


In x 
525. Etudier la convergence de l'intégrale impropre 


| | In V z2+y? dx dy, 
s 
où S est le disque x? + y < 1. 
526. Etudier la convergence uniforme des intégrales suivantes: 


a) F (y) = Fe de (— co y < 00) : 


0 
b) F(y)= [V y exp (— ya) de (0 <y< oo) 
0 


CHAPITRE 8 


ANALYSE VECTORIELLE 
(cf. [2], chapitre 3) 


$ 1. Intégrales curvilignes de première espèce 
(cf. [2], chapitre 3, $ 2) 


Calculer les intégrales curvilignes suivantes : 
597. | + , où [' est le segment de droite reliant les points 
à 
= (0, —2) et B = (4, 0). 
928. | xzy ds, où [' est le contour du triangle de sommets À — 
L” 
= (—1, 0), B = (1, 0), C = (0, 1). 


SOLUTION. Les équations des droites es BC, AC (fig. 23) s'écri- 
vent respectivement : y = 0, x + y = 1, y —zx—=1. 


| zy ds — 0 ; 


AB 
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1 
| Zy ds — | zyds= | x (1—) V 2 dx =V 2/6: 


BC CB 0 
0 
| zy ds — | zy ds = | z({+-x)V 2 dx = —Y 2/6: 
CA Ac 1 
| zyds— Î...+ | à 0 V2; 
T ÀB BC CA 


529. | zyds, où l'est le contour du rectangle de sommets 


T 
A=—(0, 0), B=—(4, 0), C—(4, 2), D—(0, 2). 
530. | zy ds, où l'est la partie d'’ellipse disposée dans le 1° 
T 


quadrant FE + 1,42>0, y > 0. 
931. | yds, où L'est la partie de la parabole y—2V x quise 


T 
trouve dans le demi-plan supérieur (0 < x < 1). 
932. Î (x — y) ds, où Fest le cercle x2+ y2—2ax. 


Î 

533. Trouver la masse m de la partie de l’ellipse x = a cost, 

y = b sin t disposée dans le I® quadrant si l’on sait qu’en chacun 
de ses points la densité est égale à l’ordonnée de ce point. 


Fig. 23 Fig. 24 


534, Trouver l'aire S de la surface latérale du cylindre paraboli- 
que y = <a bornée par les plans 2=0, x —0,2—2x,y = 6. 
SOLUTION. Du point de vue géométrique, l’intégrale curviligne 


[Ce y) ds, 


Tr 
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où f (x, y) > 0, peut être interprétée en tant que l'aire d’une surface 
cylindrique dont la génératrice est parallèle à l'axe Oz, la base se 
confond avec le contour d'intégration l' et les hauteurs sont données: 
par les valeurs de la fonction f (x, y). Ainsi, l'aire cherchée (fig. 24} 
sera 


S— |zds, 
LE 


où L'est la partie de la parabole y = (0< x < 4). Les calculs 
donnent 


4 2 4 
= |z V/1+(É 2)" ar À | 16 +924 (16 + 92) = 
0 0 
À & A6 TA 
> ge (46 + 922)? | 235 (40 V 10 — 1). 


539. Trouver l’aire de la surface latérale d’un cylindre à base 
circulaire disposée sous la première spire de l'hélice x = a cos é, 
y = asint, z = bt (0<Li< 2x) et au-dessus du plan z — 0. 

936. Trouver les coordonnées du centre de gravité de la demi- 
arche de cycloïde de masse homogène 


or y=afl—cost) 0<Li< x). 


937. Trouver le moment d'inertie par rapport à l’axe Oz (par 
rapport aux plans x = 0, y — 0) de la première spire l de l'hélice 


Z = à COS y — asint, zZ=bt (0<Li<2n). 


$ 2. Intégrale d’un vecteur le long d’une courbe 
(cf. [2], chapitre 3, $ 3) 


538. Calculer l'intégrale curviligne de deuxième espèce 


| (y? dx + x? dy), 
T 


où [est la demi-ellipse supérieure x = a cos t,y — b sin t parcou- 
rue dans le sens horaire (fig. 25). 

SOLUTION. Lorsque le point décrit la courbe T dans le sens indi- 
qué, le paramètre # varie de x à 0. 

Pour cette raison, 


0 
| (dx + at dy) = \ [b2sin?{(—asint)La?cos?t-bcos t] dt = 
T NL 
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LE 


= ab \ [b sinÿ{—acos* t] dt— 
0 


À 


x 


=ab| — | b(1—cos?i) dcost “] a ({— sin?f) dsint | =+ abt. 


() 


539. Calculer 


| x dy, 


T 


où L' est le contour du triangle formé par les axes de coordonnées 


et la droite x + y = 2 parcouru dans le sens positif (direct), c'est-à- 
dire dans le sens antihoraire. 


540. Calculer l'intégrale 


À (y? dx + x? dy), 
T 


où: a) L'est l’arc de la parabole y — 4 — x? disposé dans le demi- 
plan supérieur et parcouru dans le sens horaire ; b) l'est la ligne po- 


Fig. 29 Fig. 26 


lygonale qui relie les points (—2,0), (0, 4), (2, 0); c) l'est le segment 
[—2, 2] de l’axe Ox. 
541. Calculer l'intégrale 


| (x dy + y dx), 


rl 


où : a) l'est l’arc de la parabole y — V x; b) T est un segment de 
droite ; c) l'est l'arc de la parabole y — x? qui relie les points (0, O) 
et (1, 1) dans le sens indiqué par les flèches (fig. 26). 
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$ 3. Potentiel. Rotationnel d’un vecteur 
(cf. [2], chapitre 3, $ 4) 


542, Trouver le gradient de la fonction 
u = x? + 2y? + 32? + xy — Gz. 
043. Indiquer les points de l’espace où le gradient du champ 
U = 23 + y$ +78 — Sryz 


est : a) perpendiculaire à l'axe Oz; b) égal à zéro. 

544. Trouver le rotationnel du vecteur a — {x, y, z}, c'est-à-dire 
du rayon vecteur du point (x, y, 2). 

545. Trouver le rotationnel du vecteur a — {2 + y, x, y}. 

546. Etablir si les potentiels de champ vectoriel 

a)a=2i +) + æk, b) a = yzi + xzj + xyk, 

c) a = zi + xzj + xyk existent dans l’espace À, tout entier. 

547. Trouver la fonction potentielle du vecteur a — {x°, y?, z?} 
dans l’espace R4. 

SOLUTION. Le rotationnel du vecteur a est nul dans l’espace RÀ,. 
De plus, l’espace R, représente un domaine simplement connexe. 
Pour cette raison, le potentiel du vec- 


teur a existe et on le trouve d’après la z 
formule (x, y,2) 
y 
U (x, y, 2 = | (Pdx+Qdy+Rdo) ar” 
r Fd 
où comme courbe [l'on peut adopter la A 
ligne polygonale représentée sur la figu- 
re 27 et qui relie les points (0,0,0), * 
(x, 0, 0), (x, y, 0), (x, y, 2). Dans ce cas, Fig. 27 


l° intégrale de deuxième espèce ne dépend 
pas du chemin d'intégration. Les calculs donnent 


U (x, y, 2) = (29 + y +2). 


$ 4. Equations différentielles du premier ordre 
aux différentielles totales 
(cf. [2], chapitre 8, $ 5) 


948. Parmi les équations ci-dessous, indiquer celles qui sont aux 
différentielles totales : 
a) (2x + 9y) dx + (5x — 4y) dy = 0, 


b) EE 0, c) (2— y) dx + x dy —0. 
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Résoudre les équations suivantes: 
549. (2x + Sx°y) dx + (x — 50) dy = - 0, 
090. 2xy dx + (x? — y?) dy 
991. e-* dx — (2y + xe”*) vs — sn 
3 
562. TE dr — EH qy —0. 


903. yz dx + xz dy + xy dz — 0. 
554. (x + z) dy + (y + 2) dx + (x + y) dz — 0. 
009. 2xy dx + (x? + 2°) dy + 2yz dz = 0. 


$S 5. Formule de Green 
(cf. [2], chapitre 3, $ 7) 


Transformer les intégrales curvilignes ci-dessous prises le long 
des contours fermés T (l'orientation est positive) en intégrales dou- 
bles étendues aux domaines Q bornés par ces contours: 


556. | ((A— x?) y dr + x (4 + y) dy). 
T 
9297. | ((e*Ÿ + 2x cos y) dx + (e*Ÿ — x? sin y) dy). 
T 
558. Calculer | ((xy +x+y) dr +(xzy+x—y) dy), où T est 
‘ L'ellipse + —1. 


559. Calculer la différence des intégrales 


Li= | (e+ydr—(x—y) dy), 
r1 


1= | (æ+uPdr (Ty) dy), 
T2 


où F, est l’arc de la parabole y — x, alors 
Fig. 28 que l, est le segment de droite qui relie les 
points (0, 0), (4, 1). 
560. Calculer l'intégrale 


| (— 2?y dx + y? dy), 
T 
où [est le cercle 
2 + y? = R? 
d'orientation positive. 
561. Trouver l'aire de la figure Q bornée par l’astroïde (fig. 28) 


= acoS it, y —= a sin°t. 
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962. Montrer que le travail effectué par la force a = {2xy, x°} 
qui déplace un point de masse m ne dépend que des positions initia- 
le et finale de ce point et que la configuration du chemin parcouru 
n’a aucune importance. Calculer le travail À accompli lorsque le 
point passe du point (1, 1) au point (2, 5). 


$ 6. Intégrale de surface de première espèce 
(cf. [2], chapitre 2, $ 11, chapitre 3, $ 8) 


563. Si une surface est définie sous forme paramétrique 
x = x (u, v), = y(u, uv), 2z—=2{(u, 0) 
ou sous forme vectorielle 
r (u, v) = zx (u, v)i +yu, v)j +z(u, v)k, 


où (u, u) € Q, et les fonctions x, y, z admettent des dérivées partielles 
continues sur l’adhérence Q, alors l’aire S de cette surface est donnée 
par l’intégrale double 


S=— (I VEG—F du dv = | \ VIP PC, r)i du dv, 
Q 


o 
où 
sine (Æ) + (RE) 
etre (2) + (4) 4 (ES, 


En effet, on sait (cf. [2], chapitre 2, $ 11) que 


S — | | rs x r,| du dv, 


e 
mais 
i 7 Kk 
de à 
lu X Fp = ou ou ôu , 
ox 0y Ô0z 
Ov dv dv 
donc 


mxrl=y [ef F4 enr 
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La formule cherchée s'obtient en développant les jacobiens figu- 
rant sous le signe du radical, en les élevant à la puissance 2 et en 
effectuant toutes les transformations algébriques nécessaires. 

Cette formule de calcul des aires est particulièrement commode à 


utiliser lorsque les vecteurs r, et r, sont oïrthogonaux ((r,,r,) — 0). 
Dans ce cas, 


S — | | rl-lr,l du dv. 


Q 
Trouver l’aire de la surface 
ZT —=UCOSV, y =usinv, Z — 4v, 


OZu<I3,, 0Lv< nr. 


Dans ce cas, 
ru —= (cos v, sin v, O), ry = (—u sin v, u cos v, 4); 


(rus To) = 0, rl =, |r, À = 16 + ui. 


Ainsi, 
TT 3 
S = | [ 1.V 16 + u? du dv — | dv | V 16 u? du = 
9 0 0 


3 


a [VHruidu=n[#V16+ui+8im(u+V 164 ui) | — 


0 


= + (15+ 16 In?). 


964. Calculer l'intégrale | (x?+ y?) dS, où S est la sphère 
S 

+ y+z = at. 

565. Trouver la masse de la partie de la sphère 2°? + y? + z? — 
— d? qui occupe le [* octant (x > 0, y > 0, z > 0) si l’on sait que 
la répartition de la densité des masses dans cette sphère est donnée 
par l'expression V x? + y?. 

566. Calculer l’intégrale | zds, où S représente la partie de 
surface d’hélicoïde 


T=uCcoŒsv, y=usinv, z2=v0 (0Lu<La 0L<v< 2n). 
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$ 7. Flux d’un vecteur à travers une surface 
orientée (intégrale de surface de deuxième espèce) 
(cf. [2], chapitre 3, $ 12) 


Le flux du vecteur a = (P, Q, R) à travers la surface orientée S* 


| (a, dS*) — | (a, n)dS — 
S* S 
— | (P cos(n, x) +Qcos(n, y)+Rcos(n, z))dS 


S 


est donné par une intégrale de surface de première espèce du produit 
scalaire (a, n), où n est la normale unitaire à S* qui définit son orien- 
tation. 

Si la surface est donnée par l’équation 


ru, v)=z(u, v)i+yu, v)j +z(u, v)k  ((u, v) € Q), 
alors 
tr ru X lo 
dS=1r,x r,| du dv, Re cr je 
et 


| (a, dS*) — + | (a, ri X r,) du dv. 


S% Q 


On voit donc qu'aux différents côtés de la surface S on met en 
correspondance des intégrales de surface de deuxième espèce du vec-- 
teur a, qui diffèrent par leur signe. 

Si la. surface S est donnée par une équation implicite F (x, y, z) = 
— 0, les cosinus directeurs de la normale sont définis par les for- 
mules 

COS (7, 2)= D, CoS(n, y) =D, COS (7, = /D, 


où. 
D= + Igrad F|=+V FÈ+F;+F. 


Le signe du radical dépend du côté de la surface S que l’on considère. 
L'intégrale de surface de deuxième espèce est aussi désignée par: 
le symbole 


| (a, dS*) — | (P dy dz+ Q dx dz+ R dx dy). 


S* S* 
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Cette écriture est commode lorsque la surface est donnée sous forme 
explicite. Si la surface S est définie simultanément par les équations 


z = f(v, 2), (2€; 

y = f(x, 2), (x, 2) € Q,; 

z — fa (x, y), (x, y) € QG, 
alors 


Ÿ (P dy dz+ Q dx ds + R dx dy) — 
S* 


=+ |] P (ht, 2, uv, a dydiæ | | Q(x, f(x, 2,2, dede 


Q2 
& | Î Re y, jte, w)) de dy, 
Q3 


où le signe est choisi en fonction de l’orientation de la surface (par 
exemple, la première intégrale est dotée du signe + ou — en fonc- 
tion de l’angle aigu ou obtus que fait la normale à S avec l’axe Oz). 


567. Calculer l'intégrale | z dx dy, où S* désigne le côté exté- 
rieur de l’ellipsoïde 
24 


y? 2 
atatat 


SOLUTION. MÉTHODE 1. La surface $S est définie par l’équation 
explicite 


———————— 


_ x? y? 
te V1. 


Le cosinus de l’angle aigu que fait la normale extérieure à la moitié 
supérieure de l’ellipsoïde avec l'axe Oz est donné par la formule 


cos(n, 2) —1/V 1+2+% 


{pour la moitié inférieure, il faut prendre le signe —). Pour la moitié 
supérieure S* de l’ellipsoïde, on prend donc la formule correspon- 
dante avec le signe +: 


| z dx dy — | | C V/ 1-54 dx dye 


S* Q 
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D'une façon analogue, pour la moitié inférieure S* de l’ellipsoïde, 
on : aura 


* PT D 2 
| z dx dy = 2c | | V 1—5— 4 dx dy, 
S* Q 
« z? y? . » 
où QT Er < 1} . Le calcul de la dernière intégrale donne 
| z dx dy — - nabc. 
S* 
MÉTHODE 2. Passons à la définition de l’ellipsoïde sous forme pa- 
ramétrique : 


x—a@ COS U COS D, 0LSv<2n 
y—bcosusinv, A— ice 
Z—CSinu, DRE 
Ici 
ru —= {— a Sin u cos v, — bsinusinv, ccosu}, 
ro — {— a Cos u sin v, b cos u cos v, 0}. 


Dans le système de coordonnées à droite, la normale extérieure à 
l’ellipsoïde est définie par l'égalité 
ru XFp 

[ru Xro |” 
En qualité d'exemple, considérons le point x = a, y = 0,z — 0 dis- 
posé sur l’ellipsoïde. Ce point correspond aux paramètres u = v = 0. 
En ce point, r, = {0,0,c},r, — {0, b, O} (fig. 29). Le produit vec- 
toriel r, X r, de concert avec les vecteurs r, et r, doit former un 
triplet à droite (son orientation est la même que celle du système de 
coordonnées), ce qui signifie que le vecteur r, X r, est orienté dans 
le sens négatif de l’axe Ox. Donc, 


| z dx dy = nm?) (a, r,xr )dudv= 


n — 


S* 
04 OU 
=- |. Lau do — | |z Ou OU | Qu du — 
A Ve A 0x 0y 
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 n/2 


— abc | | sin? u cos u du dv = 2nabc sin? u Cos u du — 
À — 7/2 
PA : 
— 4nabc | sin?udsinu— 7 fac. 


0 
968. Calculer l'intégrale 


| (x? dy dz + y? dx dz+ 7° dx dy), 
S* 


où S* représente le côté extérieur de l'hémisphère x? + y? + 7? — 
= a (2x 0). 


Fig. 29 Fig. 30 


9069. Calculer l’intégrale 
| (yz dy dz + xz dx di + xy dx dy), 


y 


S* 


où S* désigne le côté extérieur du tétraèdre défini par les plans x = 0, 
y—=0,2=0,x+y+z—a (fig. 30). 


$ 8. Formule de Gauss-Ostrogradski 
(cf. [2], chapitre 3, $ 13) 
970. Trouver la divergence du champ de vecteurs a = (2, y, 25). 
571. Trouver la divergence du champ de vecteurs a = f (r) —, 
r 


oùr—=Îr|,r = zi + yj + zk, f étant une fonction dérivable. 
972. Soit u = x° + y? + z?. Trouver div(grad u). 
573. Calculer rot a si: a) a =r, b) a = f (r)e, où ce = ci + 
+ c,j + ck est un vecteur constant et r = |r | — | xè + yj + 2k |. 
574. En utilisant la formule de Gauss-Ostrogradski 


|| divadc- | (a, n)dasS 
G 


S 
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où z est le vecteur normal unitaire extérieur à la surface S qui cons- 
titue la frontière du corps G, transformer les intégrales de surface 
de deuxième espèce suivantes: 


a) { (zy dx dy + yz dy dz + xz dx dz); 


D) (x? dy dz + y? dx dz + 2 dx dy) ; 


LOS Q pes EE EGOe TR CE 
? 


: Varie 


CL Des 


d) \ (SE cos a+ À cos fi + LE cos v) ds. 
8 


À l’aide de la formule de Gauss-Ostrogradski, calculer les inté- 
grales de surface suivantes : 


| (x dy dz + y dx dz + zdx dy), 

S 
où S est le côté extérieur de la pyramide bornée par les plans x = 0, 
y=0,z2=0,x+y+z—=t1 


576. | ar dy, où S est le côté extérieur de l'ellipsoide 


5 
+ + 
077, Î 26 dr dy, où S est le côté extérieur de l’ellipsoide 
5 


indiqué au n° 576. 


S 9. Formule de Stokes 

(cf. [2], chapitre 3, $ 15) 
La formule de Stokes qui établit la relation existant entre la cir- 
culation d’un vecteur a = (P, Q, R) le long d’un contour T et le 


flux du vecteur rot a à travers la surface orientée S* (dont le con- 
tour est l}) peut être développée comme suit: 


| (a de)— | (P dx + Q dy +R dz) — 
LA T 


cosa cos cosy 
— ô à. 9 |dS— | (m, rot a) dS, 
S 


——— 


S ‘ôx Ôy ôz 
PQ R 
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où cos &, cos f, cos y sont les cosinus directeurs de la normale n à 
la surface S. Le contour l'est orienté conformément à l'orientation 
de la surface S* (fig. 31). 

578. Calculer d’après la formule de Stokes l'intégrale curviligne 
(la circulation) 


À (y dx + z dy + x dz), 


T 


où L' est le cercle x2 + y? + 2? — b?, x + y + z — 0, parcouru 
dans le sens antihoraire si l’on regarde du côté positif de l’axe Ox. 

SOLUTION. Le sens de parcours indiqué du contour l' correspond à 
l'orientation de la partie du plan x + y + z — 0 disposée à l'in- 


Fig. 31 Fig. 32 Fig. 33 
térieur de la sphère x? + y? + z? — b? et dont la normale est diri- 
gée à droite et vers le haut (fig. 32): 

cos &« = cos B — cos y = 1/V 3 
FanD=r+tytz=0, FF 1, 
| grad F | = V3). 


Dans le cas considéré, pour le vecteur a, P = y, Q = 2, R —=xet 
c’est pour cela que 


| (y dx + z dy + x dz) = — | (cos à + cos B +- cos y) dS— 
F 5 


à 
= ——= | dS, 
| 
où S est le disque de rayon b situé dans le plan x + y +z =0.Il 
est évident que l’intégrale de surface de première espèce de la fonc- 


Co} 
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tion unité est égale à l’aire de la surface, donc 
À (y dx + 2 dy + x dz) — 4h — V 3nb2. 
S V3 
579. Calculer d’après la formule de Stokes et immédiatement la 
circulation 
À Qy—2) d2+ (2— 2) dy + (5—y) ds), 
T 


où L'est l’ellipse z? + y? — 1, x + z — 1 (fig. 33) parcourue dans 
le sens antihoraire si l’on regarde du côté positif de l’axe Oz. 
580. Calculer d’après la formule de Stokes l'intégrale 


À (u+2) de+ (æ+ 2) dy+ (a+ y) de), 


T 


où [est le cercle 2? + y? + 2° — b?, x + y + z = 0 (cf. n° 578). 


CHAPITRE 9 


‘SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER 
(cf. [2], chapitre 4) 


$ 1. Séries trigonométriques 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 1, 2) 


581. Construire les graphes des sommes partielles S; (x), S, (x} 
de la série 


cos kx 
k 


T NA 8 


1 


582. Montrer que la fonction 


où 


fa > 


k=—1 


est continue et qu'elle admet une dérivée continue sur ]— 0, oof. 
583. Etablir les points de la période où la série ci-dessous con- 
verge 


D PE (a > 0). 


96 SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER (CH. 9 


584. Combien de fois peut-on dériver la série 


O0 


D sin &z » 
2R 
k=1 


985. Trouver le domaine de convergence de la série 


O0 

D sin #x 
k1 

kR=1 


$ 2. Série de Fourier 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 3, 4, 6) 


—586. Développer en série de Fourier de période 2x la fonction 
f (x) si: 


a) f(x)—=zsur]—n, x; 


- b) f(&) = sur 10, 2x1; 


— ©) f(z)=]|2x] sur ]—x, nf; 
0, —nr<z<0, 
TIC 
ZT, —n<r<0, 
core) LE. 
D f@) =snar, —-n<xr<; 
D f@)=char, —-n<x<n. 


587. Etudier la convergence de la série de Fourier pour la fonc- 
tion périodique 


y 0, —n<z<0, 
T — o 
‘ f (x) # jose (cf. n° 586, d)). 
D SOLUTION. Sur [0, 2x], la fonction consi- 
dérée est bornée, continue par morceaux et 
0 7 27 * monotone par morceaux. Au point de dis- 
continuité x —x, la fonction n'est pas 
Fig. 34 définie (fig. 34), c'est-à-dire qu'elle ne sa- 


tisfait pas à la condition de Dirichlet. 
Toutefois, la valeur des coefficients de Fourier ne dépend pas des 
valeurs que prend la fonction f (x) en différents points. Pour cette 
raison, nous pouvons préciser la définition de la fonction f (x) au 
point x — x en posant 


f{n) HO) 0h L 


——— 


2 2 ° 
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Alors la série de Fourier de cette fonction (cf. n° 586, d)) 


(2k +1) 2 k 
+25 D +5 (— DH ÈTE 


converge en tous les ee x E[0, ” vers la fonction dont la défi- 
nition a été précisée; en particulier, elle converge vers x/2 au point 
x — x, c'est-à-dire 


“9588. Développer en série de Fourier suivant les sinus et les co- 
sinus les fonctions suivantes: 
a) ft) =2,  0<Lx<nr; 


b) fa =Æ, 0<Lxr< a. 
— 589. Développer en série de Fourier la fonction f (x) de période 
21 définie sur ]—{, {T par la formule f (x) = | x |. 


$ 3. Systèmes orthogonaux de fonctions 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 5, 8, 9) 


590. Trouver le produit scalaire des fonctions suivantes: 
a) f(x) = x, px) =sinx, 0Lr< 7; 

b) f (x) = sin x, @ (x) = sin x, 0 << x < n/2. 
591. Trouver. la norme 


= (| rar)" 


des fonctions jf (x) (a << x< b) 
a) f{à = 2, 0<z<1; A 
b) f(x) = cos x, 0Lr<r; 7 LCA 
fa -e,0<r<!: 
d) f (x) = 1 — x, <z< 1. Fig. 55 
592. Soit la suite de fonctions (fig. 35) 


0 

d 

nt— n1tax, OLrz<i/n, 
0, {/n <i<1. 
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Indiquer les valeurs de &« => 0 pour EAUBRSS cette suite tend vers 
zéro en moyenne quadratique. 

593. Etudier la convergence infforhie et en moyenne quadrati- 
que de la suite 


sin nn°zx, OZSr<n-%, 
fr (= 0 nrILIicT 
594. Montrer que les _— de Legendre 
Pr) He A (a?— 1)" (n=0, 1,...) 


sont orthogonaux entre eux sur ]—1, 1!, c’est-à-dire que 
1 
| P,(x)P,(x)dx=0 (mn), 
et qu'ils satisfont à la condition 
1 
P} (x) Die 
!, di n +1” 


SOLUTION. Signalons que de la définition du polynôme de Le- 
gendre P, (x) il découle que son coefficient de zx" est égal à 


(n+1)...(2n —1)2n ; 
DR UN 
dPn(x) _ (n+i{)(n+2)...2n 
da 2n 


Il est immédiat que si 4  n, alors 
k 
D (2 — 1)" = (28 — 1) A (2), 
où À (x) est un certain polynôme. Donc, pour k € n, 


k n 
dark (x? — 1) lx=+1 =. 


Mettons, pour préciser, m > n. En intégrant par parties n fois, on a 
1 4 

% am 
| P,() PA (a dz=e | P, (x) 


dr”? 
| — 1 


(x? — 1) dx — 


1 
—c | Pa(r) er (at —1)" dr = 
1 


=cP; CE gi — (x — 1)" | 


1 


1 


= (—1c | pe D (5 —1)" dx 


- 1 
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4 
(tte | PP (x) Er (a? — 1)" de = 


— 1 


1 
= (— pre Eee | (at — 1)" de — 


damn-n 
1 


dm-n-1 { 
= mar G°— 1)" | ,=0, 


1 ce =cP (x) = (n +1). 


7 2mml? mi D 


D'une façon absolument analogue, on obtient 


non 
1 — 1 


1 1 
À Pope Gore = PEtEPb'ereEr { (x2— 1)" dx — 


1 
1 
er 
0 
Calculons l’intégrale 
1 
In= | H=2)Tdr (n=e0: 1; se): 
0 
IT est évident que /,—1, 7,—2/3. En intégrant par parties, on 
tire la formule de récurrence suivante 
2n 
= ipr ln 
D'où 
gp —_246...2n 2Ment 2m (nl} 
4 3:5«7...(2n+1) 3:5...(2n+1) (27) !(2n+1)° 
De cette façon, 
4 
le (x) dx=2 (n+1)...(2n—1)2n 227 (nl)? 2 


Dan | "@n)I(@nE10 — 2nLi 


$ 4. Intégrale de Fourier 
(cf. [2], chapitre 4, $$ 12, 14) 


995. Trouver la transformation de Fourier en cosinus de la 
fonction 
1, 0O<zr<a, 
5 LU: 
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596. Trouver la fonction définie sur 10, cof et dont la transfor- 
mation en cosinus est égale à 


V À sin as 
T S 


597. Trouver la transformation en cosinus de la fonction 
cos x, 0<zxr<a, 
1e) = | 0, | T>a. 
098. Trouver la transformation en sinus de la fonction 
f (x) = e”sx/x. | 


9599. Calculer les intégrales suivantes : 


sin æs dx 


z@+e (670, s20); 


3x 


O0 
0 
CO 
4x . 

e ” sin93zcos 2x dx; 
0 
O0 
| e ” cos 3x cos 4x dx. 
Ô 


CHAPITRE 10 


ÉQUATIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 
(cf. [2], chapitre 5) 


600. Soit f (8) une fonction de période 2x définie sur |— x, ni 
par l’égalité f (6) — | 6 |. Construire la fonction harmonique dans le 
disque unité engendrée par ces valeurs aux limites et établir la vi- 
tesse avec laquelle la fonction w (0, 8) tend en moyenne quadratique 
vers ses valeurs aux limites f (0) pour p — 1 — 0. 

601. Trouver la solution de l’équation de la chaleur 

ou o?u 


De — 3x2 (Or, t>> 0), 


la condition initiale étant 


u(x, 0) = (x) — 0Lrz<a, 
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et celle à la limite 
u (0,1) = u (x, t) = 0. 


Effectuer l'estimation de l'intégrale 


I 


ca À lu (x, D — f(x) dx)" 


r 


pour { —> + 0, c'est-à-dire établir le caractère de la convergence en 
moyenne quadratique de la solution uw (x, t) vers f (x) pour ft — 
> +0. 
602. Trouver la solution de l'équation différentielle du mouve- 
ment vibratoire d’une corde 
du, _ ou 
ot? 0x? 


avec les conditions initiales 
Ou (x, O) 


T, 0Lx<r/2, 
(et? n/2<LI<T, } 


les conditions aux limites étant 
u (0, t) = u (x, ft) = 0. 


603. Résoudre l'équation différentielle du mouvement vibratoi- 
re d’une corde infinie 


avec les conditions initiales 


{ 


u(æ, 0) = ui (e, 0) = 


(— 00 7 oo), 

604. Soit u (x, y) une fonction harmonique dans le demi-plan su- 
périeur qui prend les valeurs de f (x) pour y — 0. Montrer que si 
f (x), Vzx, satisfait à la condition 


If+i)—-fG@I<LIIK, 0<a<i, 
alors 
[ur y) —f({a)l<cyt GYy>O), 


où c est une certaine constante indépendante de x et de y. 
605. Trouver la répartition stationnaire de la température 
u (x, y) dans le demi-plan supérieur et l’isotherme (la ligne de ni- 


402 FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE [CH. 11 


veau) u —= 1/2 si sur l’axe Ox on maintient la température 


1, ri 
= 0 Fe 


INDICATION. La fonction u (x, y) est harmonique dans le demi- 
plan supérieur. 

606. Trouver la répartition de la température dans une barre 
infinie si la répartition initiale de la température était 


jf (x) = exp (—x:°) 


(mettre a — 1 dans l’équation de la chaleur). 
607. Montrer que les polynômes de Legendre y = P, (x) (cî. 
n° 594) vérifient l'équation différentielle 


d dy - 


CHAPITRE 11 


FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE 
(cf. [2], chapitre 6 ; [1], chapitre 5) 


$ 1. Notions générales 
(cf. [1], chapitre 5, $ 3) 
608. Trouver les modules des nombres complexes suivants: 
a)z—4 + 3i; b) z = cos « — isina; c) z = —2 +2 Ai. 
609. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes 
suivants : 
a)2=—14—iV 3; b)z = —V2+iy 2. 
610. Présenter sous forme exponentielle les nombres complexes 
suivants : | 
a)2=—2; b)z—i; c)z——1—iy3; 
d) z — sin & — à cos « (n/2 <a < x). 
611. Calculer l'expression (—1 + i y 36°. 
SOLUTION. On met le nombre z = —1 +i}/3 sous forme expo- 
nentielle 


—1+iy3 —2exp fi) , 
d’où . 
(—1 + ip 3) — 290 exp (40ni) = 260. 


$ 1] NOTIONS GÉNÉRALES 103 


612. Calculer les expressions suivantes: 
de 1—i \4 
a) (V3 39: b) (5) 


613. Trouver toutes les valeurs des racines suivantes : 


4 4 

a) Vi—i; b) V1. 

614. Soient Re w = x, Im w — y? (w 0). Trouver w et 1/w. 

615. Montrer que les égalités ci-dessous sont valables: 

a) z+z—2Rez; b)z—2z—2ilmz; c) |z2|—/|z2l|. 

616. Indiquer les courbes définies par les équations suivantes: 

a) 1z-Z1=r,r>0; b) |z+ce|+|z-c|—=2a, ax c 
étant des nombres réels; c) Re (1/w) — 1/2, Im (1/w) = 1/4, w — 
= x + Jyi; d\Imz2=2;e) Im (+) = 1. 

617. Trouver les images des points z, obtenues par les appli- 
cations suivantes : 

a) w = 2, z9 = i; b) w = 2/2, 2, = 2 + Bi. 

618. Indiquer la courbe en laquelle est transformé le cercle 
[z|— V2 par l'application w — 7°. 

SOLUTION. On a Re w = x? — y?, Im w — 2xy. En éliminant x 
et y entre les équations du système 


u = 2? — y?, 
V = 2ty, 
x? + y? — 2 
on obtient 
u? + LV? — (x? + y?}? — À. 
C’est un cercle de rayon 2 centré sur l’origine des coordonnées dans 
le plan uOv (plan des w). Il est à remarquer que le cercle | w | = 2 


est décrit deux fois lorsque le point z parcourt entièrement le cercle 


|z|—}2, car 
arg w —= 2 arg z + 2kn. 


Le problème ci-dessus peut être résolu d’une autre façon. L’équa- 
tion du cercle | z | — V2 peut s'écrire 


z = V2eiv, 
où 0 p< 2n. Pour cette raison, 


w = 22 — (V Deiv)? — 269, 
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Il s'ensuit que le cercle | z | — V 2 est transformé par l'application 
w = z° en le cercle | w | — 2, de plus, ce dernier est décrit deux fois 
tandis que le point z parcourt le cercle | z | = V2 une seule fois 


dans le sens direct (antihoraire). 

619. Indiquer les lignes du plan des w'en lesquelles sont trans- 
formées par l'application w — 1/z les courbes suivantes du plan 
des 2: 


a) |z | — 1/2; b) Arg z — n/4; c) Re z — 0. 


$ 2. Limite d’une fonction. Dérivée 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 1, 2) 


620. Trouver la limite de la fonction w — z au point z = i. 
621. Etablir si la fonction w — z/z admet une limite au point 


O = (0,0). , 

622. Est-ce que la fonction w — Re z est continue sur le plan 
des 2? 

623. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui admettent 
une dérivée: : 

a) w = z?; b) w — Rez; c) w — z; d) w — 2-2. 

624. Trouver le coefficient de dilatation et l’angle de rotation 
au point z, — 0 en présence de l’application w — sin z. 

625. [Indiquer les points en lesquels l’application w = f (z) est 
conforme : 

a) w = 2%; b) w = cos z; c) w — zez, 


$ 3. Conditions de Cauchy-Riemann. 
Fonctions harmoniques 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 3, 4) 


626. Indiquer parmi les fonctions ci-dessous celles qui sont ana- 
lytiques : 
a) w = ze*; b) w = 22%; c) w — sin 3z; d) w — ch 2z. 
627. Reconstituer la fonction analytique f (z) — u + iv à par- 
tir de sa partie réelle u (x, y) indiquée: 
a)u—2 —yÿ +2x; b) u = 2? — y + xy; 
c) u = r@ cos @ + r In r sin @ (z = reiv). 
628. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u — 
— p (2° + 7°). 
SOLUTION. On a 
usa 4x%p" (2? +1?) + 29" (x? + y?), 
ya = A9" (x? + y?) +2 (22 + y2), 


Au = 4 (2° + y?) q" (2Ÿ + y?) + 4p° (a + y). 
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De cette façon, pour que la fonction uw soit harmonique (Au = 0), 
l'égalité 
Ge + y?) op" + y) + p (+ y) = 0 

doit être vérifiée. En posant x? + y? — t, on obtient 

pG 1 ding&@ _ _1 

q'(#) +? dt So 

p'(t)=C/t, p(t}=Cnmt+cC.. 

Donc, les fonctions harmoniques sont de la forme 


u= Clin (x +y) +C,, 


où C et C, sont des constantes arbitraires. 
629. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme u — 


= p (y/x). 


$ 4. Applications conformes élémentaires 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 2, 15) 


630. Trouver l’application conforme qui transforme le demi-plan 
supérieur en lui-même. 

631. Appliquer le disque unité | z | 1 sur le demi-plan supé- 
rieur de façon que les points 2, — —ài,z, — 1, z, — i soient respec- 
tivement transformés en les points w, — —1, w, = 0, w, = 1. 

SOLUTION. L'application en question est réalisée par la fonction. 
homographique 


WA , 141  z+i i+i : _ i({—2) 
w—0 ‘1-0 2 1'it 0 17 
La fonction réciproque 
D i— w 
_ w+i 


applique le demi-plan supérieur sur le disque unité'de façon que: 
w, viennent sur 2x (k — 1, 2, 3). 


Fig. 36 


632. Réaliser l’application conforme de l'angle 0 << @ < x/4 sur 
le demi-plan supérieur (fig. 36). 
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633. Réaliser l'application conforme de la bande 0 < y << n sur: 
a) le demi-plan supérieur; b) le plan tout entier. 


u © 


Fig. 37 


634. Appliquer la bande verticale 0 < x < nx/4 sur le disque 
unité | w | < 1 (fig. 37). | 

SOLUTION. Transformons la bande verticale en une bande hori- 
zontale. Pour ce faire, réalisons une rotation de x/2 à l’aide de la 
fonction 

nn LS 
z*—Zzexp (: D | iz. 

Dans le plan z* — x* + iy*, on obtient la bande horizontale 0 < 


< y* L x/4. Dilatons maintenant cette bande en prenant comme 
coefficient 4: 


z' = 4zY — Ajz. 


Dans le plan z', on obtient ainsi la bande horizontale 0 < y < T1. 
Appliquons maintenant cette bande sur le demi-plan supérieur à 
l’aide de la fonction exponentielle 


2" = 1 — qhir, 
On applique ensuite ce demi-plan sur le disque unité | w | < 1 au 
moyen, par exemple, de la fonction du n° 631: 


i—z" ___i—exp (4iz) 
z"+i  ibexp (4iz) * 


635. Trouver la fonction linéaire entière qui applique le triangle 
de sommets 0, 1, i disposé dans le plan des z sur le triangle de som- 
mets respectivement À + i, 0, 2 dans le plan des w. 

636. Trouver l'application conforme du disque | z | << 5 sur le 
disque | w | << 1 qui fait venir les points 5, 4 + 3i, —5 respective- 
ment sur les points 1, à, —1. 


LD — 
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$ 5. Intégration des fonctions d’une variable complexe 
(cf. [2], chapitre 6, $ 6) 


637. Calculer l'intégrale 


| (1+i— 22) dz 
C 


prise le long des lignes reliant les points z, — 0, z, — 1 + i entre 
eux de différentes façons : a) suivant une droite; b) suivant la para- 
bole y — x°;c) suivant la ligne polygonale 
Z12379, OÙ Z3 — À (fig. 98). 
| ni 
638. Calculer l'intégrale | z ch z dz. 
0 
TT (1+i) 
639. Calculer l'intégrale z ch z dz. 


0 
Si une fonction j (z) est analytique dans un 
domaine simplement connexe D, la fonction 


Z 


F(2)= | $(6 dt 


Zo 


sera également analytique dans D, de plus, 


F' (e) = j @. 
En effet, 
zth 
P'(=tim PERD Liim + À 7(9 dé 
Rh—+0 h-0 


z+h z+h 
RE -. 4 
lim | [()+n def G)+lime | n@®dt=(). 
ho" J nor J 
où n (£) — 0 quand Ë — 7, en vertu de la continuité de f (z) au 
point z. En présence des h petits, | n (£) | €, donc, dans ce cas 


z+h zth 
Hjrnoël< | dl = he. 


Ici nous considérons que l'intégration est réalisée le long de la 
droite qui relie les points z et z + h. Cela est possible, car f (z) est 
une fonction analytique et l'intégrale ne dépend pas du chemin 
d'intégration. 
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Nous avons ainsi montré que F”(z) — f(z). La fonction F (2) 
est appelée primitive de la fonction 'f (2). 

On peut démontrer que deux primitives arbitraires de la fonction 
f (z) diffèrent d’un terme constant comme dans le cas des fonctions 
d’une variable réelle. 

Il en découle que, si ® (z) est la primitive de f (2), alors 


Z 


| À (E) dE = D (2) — D (0). 
C'est la formule de Newton-Leibniz. 


. 640. En utilisant la formule de Newton-Leibniz, calculer les 
intégrales suivantes: 


2+i î 
a) | (372 + 2z) dz; b) À z Sin z dz. 
U 1-i 0 


$ 6. Formule intégrale de Cauchy 
(cf. [2], chapitre 6, S$ 7, 8) 


__ On sait que, si une fonction f (z) est analytique dans un domaine 
D limité par un contour différentiable par morceaux C, alors la 


y 
0 2 x 
Fig. 39 Fig. 40 
formule intégrale de Cauchy 
Î d 
fo= + | OS (2€ D) (1) 
C 


est valable. 
641. Calculer l'intégrale 


Fe | exp (2?) dz 


zè — 6z 


sit a) Ce z—2=1; b) C:Iz1—=1; c) C:1z2—61—-1 
(fig. 39). 
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642. Calculer les intégrales suivantes: 


exp (2?) dz. exp (z) dz 
a) | eo 0 | 2441 * 
Jz-11=3/2 | z2+1 1=1/2 


643. Calculer l’intégrale 


sin I1Z 
I = | NET dz. 
1[z—1|—1 
. sin T7 ; : 
SOLUTION. La fonction f (2) = pe 9 analytique sur le dis- 


que |z—1|<1 (fig. 40). Pour cette raison, en appliquant la 
formule 


0 (a) = | Er (2) 
quand nr — 1, où C représente le cercle | z — 1 | — 1, on obtient 
644. Calculer l'intégrale Z prise le long du cercle | z | = 2 


ch z dz 
I= | GED * 
{[z| =2 


INDICATION. Construire les contours C, et C, qui incluent respec- 


tivement les points z = —1 et z — À et qui se trouvent à l'inté- 
rieur du cercle | z | — 2. Dans ce cas, | SR  — | + | Le 
z[=2 C1 C2 


| 
Appliquer ensuite les formules (1) et (2). 


$ 7. Séries dans le domaine complexe 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 9, 10) 
Trouver les rayons À de convergence des séries suivantes: 


645. DE. 646. D lat. 647. D (— 1 
"R=0 


kR=0 kR=0Q 


_ 2h .. 
648. 2 (—1)* ns 649. 2 (—1)8zx. 
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650. D eirz. 651. D (n+i) 27. 
n=0 n—=0 | 
Développer en série de Taylor au voisinage de z = 0 les fonc- 
tions suivantes : 


1 { 
652. ar 653. EP TEE 
654. Développer en série suivant les puissances de (z — 3) la 
fonction 
Fa - 


SOLUTION. Transformons d’abord la fonction donnée de la façon 
suivante : 


| 
5422 5+2(2-3+3)  1142(2-3) 11 Do 
bere—e) 


En substituant 2 (2 — 3) à z dans le développement 


a EE EE EEE 
on obtient 


1 1 2 po 9 2 (z— 3 — | 
5+2z co ou ru 5) +7 GS) = 
22 
= ED + je EG 
La dernière série converge pour 
2 11 
ax 2 —3I< 1, ou ROIS 


Ainsi, son rayon de convergence R — 11/2. 

655. Développer en série suivant les puissances de (2 — 3) la 
fonction f (z) — 1/(3 — 2z). 

656. Déterminer le domaine de convergence des séries suivantes : 


D NE b) D > 


1 
+1) 
n=i =1 
657. Développer en série de Laurent suivant les puissances de z 
la fonction 
{ 
O5 e-5 


dans les domaines suivants: a) 0O<[|z|[<1; b1<]z]<2; 
ch |215 2 
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658. Développer en série de Laurent dans la couronne 0 < 
<< |z—1|<2 la fonction 


1 
FO) 


Développer en série de Laurent au voisinage du point z — 0 les 
fonctions suivantes : 


659. 02 660. 23 exp (1/2). 


2? 


$ 8. Points singuliers isolés. Résidus 
(cf. [2], chapitre 6, $$ 11 à 13) 


661. Déterminer le caractère du point singulier z — O pour les 
fonctions suivantes : 

a) f (2) = ( — 12; b) f () = 24; c) j (2) = exp (1/2). 

662. Trouver tous les points singuliers et déterminer leur carac- 
tère pour les fonctions suivantes: 


a) —— ; b) cos —: c) zsin +; d) thz. 


sin Z 
663. Trouver le résidu de la fonction 
| 
Z—« 
au point Zz — oo. 
SOLUTION. On a 
A A À : a \À A Aa , 
2—a hs "2 (+) DE 
= k=0 
par conséquent, 
Res = — À, 
z—00 3— € 
664. Trouver les résidus de la fonction 
sin z? 
Ï (2) a 
(27) 
4 


en ses points singuliers. 
SOLUTION. Il est immédiat de voir que les points singuliers situés 
à distance finie de la fonction donnée sont z — 0, z — 51/4. 
Trouvons les limites de f (z) en ces points: 
In22<. 1 4 
4 _] sin z ] a 
af @)= er TD a 
lim j (z) = co. 
z-1/4 
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De cette façon, z — 0 est un point singulier artificiel et Res f (z) — 
z=0 
— 0. On trouve ensuite que z — x/4 est un pôle et 


in 2°? 46 . x? 
1e zg)= lim f(z (2—+) — — ]im in 
Ï( ) A n/4 Ï{ ) 4 il 72 Tr? 16 


Le point z = œ est également un point singulier, de plus, c’est 
un point singulier essentiel. Pour trouver le résidu de f (z) en ce 


point, il y a lieu de développer la fonction en série de Laurent suivant 
les puissances de z: 


1 = x \n : z2(2h+1) 
f(=+ > (=) 2-1 @k+DI* 


En multipliant entre elles les séries et en regroupant les termes 
contenant les mêmes puissances de z, on obtient 


4 nt T8 nl? 
One ANT T 7. 2) Che 
kH-—1 
c’est-à-dire 


Resf (9) = —(1— +, = 


Z=00 


nn Sr oe = }= —$ sin À 
4? 483 | 4105 | ose nr? 16 ‘ 
Le même résultat peut être obtenu à l’aide du théorème fonda- 
mental des résidus, en vertu duquel le résidu d’une fonction f (z) 
au point z — o est égal à la somme des résidus aux points singu- 
liers situés à distances finies, précédée du signe moins (cf. [2], cha- 
pitre 6, $ 13, théorème 1). 
Indiquons une autre méthode qui donne la possibilité de trouver 


le résidu de la fonction f (:) au point z — æ. La fonction _ sin Z° 


peut être considérée comme étant une fonction analytique dans le 
plan des z si l’on prend en considération qu’elle est égale à À pour 
z = 0. Pour cette raison, elle est développable en une série entière 


suivant les puissances de (2-2) qui converge dans le plan des z 
tout entier: 


nee (x/4)2 R 
sv _ Tr — +3 :(z— &) ° 
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Mais alors 


1 sin (1/4)? el in (x/4)? 
Ft) 4 (GP TŸ = ea +2 > CRE" 
4 4 | 


où la série entière figurant au second membre converge pour tous les 
z. En effet, 4 (z) est une fonction analytique dans le plan des z et 
peut être développée en une série entière convergente dans ce plan. 
Maintenant, compte tenu du n° 663, on obtient 


pes Sn) 4 sin(r4p 
Res f (2 = = Res SE TR. 
VA 


665. Trouver les résidus des fonctions ci-dessous en leurs points 
singuliers : 
a) f (z) = 2? sin ({/z?); b) f (z) = z° exp (1/2) ; 


of) à À fG)=G—2) exp ( 


$.9. Calcul des intégrales avec les résidus 
(cf. [2], chapitre 6, $ 14) 


Le théorème fondamental des résidus peut encore s’énoncer de la 
façon suivante: l'intégrale d’une fonction jf (z)-prise le long d’un 
contour [' parcouru dans le sens direct (antihoraire) est égale à la 
somme des résidus en tous les points singuliers z,, . . ., z, disposés 
à l’intérieur de l', multipliée par 2xi: 


ñn 
| f (2) dz=2ni S' Res j (2). (1) 
T Rs 
666. Calculer l'intégrale 
ez— 1 
| een 
1z2]=2 
SOLUTION. Dans le domaine |z | << 2, la fonction f (z) — =% a on 
est analytique partout, sauf aux points z = 0,:z — -—{. Trouvons 
les résidus de f (z) en ces points. Le point z — 0 est un point singu- 
lier artificiel, donc AU f (z) — 0. Au point z = —A,.la fonction 


f (z) admet un pôle simple, donc 


Res f(z) = lim (z2+1) f(z)= lim 7 —1—e"t 
z=— 1 z——1 ee zæ—iÂ 
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Conformément à (1), on obtient 


Î 4 2ni (1 —e”t). 


[= 


667. Calculer les intégrales suivantes: 


â z dz s pue. 
a) | TH E-5 ? Ag) me 


iz q F- -4 
b) | ns C) | Re 1H a+ y? — 2x; 
L1=5 
d | - de où li +1. 
r 
668. Calculer l'intégrale 


= U>0. 


2 
SOLUTION. Introduisons la fonction f (z) = Gp de la variable 


complexe z. Elle satisfait à la condition du théorème 1 (cf. [2], cha- 
pitre 6, $ 14) pour m — 4 et possède dans le demi-plan supérieur 
un pôle d'ordre 2 au — Z = di: 


Res f(2)=lim + (2—ai)f (= lim a = 
= Le zoai d2 (z+ai)?  A4ai° 


Alors 
I=2ni Res f(2) =. 


z=ai 24 


669. Calculer les intégrales suivantes: 


t x? +1 . t dx : 
ù pr de D) | peer G>0 b>0): 
t d t d 
0 À rh 0 | ae M1 2...) 


670, Calculer les intégrales suivantes : 


a) | ee dx (a>0); b) Î ns dx. 
0 
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671. Calculer l'intégrale 


O0 


= { Es d (@>0) 
0 


INDICATION. Considérer la fonction 
eiz 
OT ET] 
et le contour l, r (fig. 41). Si € est petit tandis que À est grand, la 


fonction f (z) possède un pôle à l’intérieur du contour ls r. Si- 
gnalons que f (z) présente une singularité au point z — 0 sur l’axe 


Fig. 41 


réel. Passer ensuite à la limite 


672. Calculer l'intégrale 


O0 


= | exp (— ar?) cosbx dx (a>œ0, b> oO). 
‘RE 
SOLUTION. On sait que 


| exp (—x?) dx =V x. 


Pour cette raison, 


f exp (— 41?) dx — +. 


— 00 


Tntroduisons la fonction f (2) — exp (—az?) et le contour T qui 
se présente sous la forme d'un rectangle de côtés 2R et b/(2a) (fig. 42) 


S* 
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A l'intérieur du contour [', la fonction exp (—az°) est analytique, 
donc 
[ exp (—az?) dz 0, 
T 
c'est-à-dire 
R b/2a 
( exp (—ax?) dx + À i exp [—a (R+iy)?] dy + 
“R 0 | 
-R 0 


+| EXP | —a (ei) dx + À i exp [—a(—R +iy)?] dy = 0. 
°R bj2a 


La deuxième et la quatrième intégrales tendent vers zéro si À —- oo, 
car elles contiennent le facteur exp (—aR*), ce qui fait qu’à la limi- 
te, pour À —+ , on ait | 

0 | — / 

| exp (—ax?) dx + Â exp (—az?) exp (—ibx) exp _- dx — 0. 

—o' i co 


D'où,en séparant la partie réelle dans le deuxième terme, on tire 


EXP (=) | Î exp (—ax?) cos br dx— Î exp (—ax?) dx = = 


— 00 — 00 


OU 


| exp (—azx?) cos bx de = Ve exp +) ; 
0 


CHAPITRE 12 


CALCUL OPÉRATIONNEL 
(cf. [2], chapitre 7) 


$ 1. Images des fonctions élémentaires 
(cf. [2], chapitre 7, $$ 1, 2) 


673. En partant de la définition, trouver l’image de Laplace 
des fonctions suivantes: 

a)f() = 6e": b) f(t) = sin 3 

674. Est-ce que la fonction @ (p) — 1/sin p peut être l’image d’un 
certain original ? 


& 1] IMAGES DES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 417 


675. En utilisant la propriété de linéarité d'une image et la 
propriété de similitude, trouver les images des fonctions suivantes: 

a) f(t)=t+2; b) f (t) = 2 sin 3 +e# (> 0). 

676. Est-ce que la fonction 


_ fexp(é?), > 0, 
16={, 20. 


est un original ? 
677. Trouver l’image de la fonction f (t) = cos mt cos nt. 
678. En utilisant le théorème de dérivation de l’original 


L[ÿ"; pl = pLlf; pl — f (0), 


trouver les images des fonctions suivantes : 

a) f (t) = cos? 3t; b) f (t) — cost é. 

679. Trouver les images des fonctions ci-dessous en appliquant 
le théorème de dérivation de l’image (F’(p) = — tf(t)) : 

a) f(t}=tcost; b) f(t)—t sh 3t. 


680. En utilisant le théorème d'intégration de l’original 


L 
e F 
| f (T) dt = 2 , 
Ü 
frouver les images des fonctions suivantes : 
t t 
a) f (t) — | tsh3tdt; b) f(t)— { T? COS T AT. 
0 ( 
681. En appliquant le théorème d'intégration de l’image 


CO 


TO = | F(Q) da, 
D 


trouver lès images des fonctions suivantes: 
et —À sin? # sh t 
682. En utilisant le théorème de translation de l’image, trouver 
les images des fonctions suivantes: 
a) etsint; b) e't? cos t. 
683. En appliquant le théorème de retard de l'original 


f(—t)5e-rtor(p), 
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trouver les images des fonctions suivantes: 
a) sin(f—b)o,(t —b); 
1, 1>0, 
0, 1<0. 
684. Trouver les images des fonctions suivantes: 
1, OLI<LA, 
D 10 = 97, joie IUHD=HE, V0: 
b) f(t) = {sin t |. 
685. Trouver les images des produits de convelution suivants: 
t 


a) | et-tTsintdt; b) 
0 


b) e‘#oç(t—3), où vo (0) = | 


(t—t})? ch t dr. 


© en 


$ 2. Recherche de l'original d’après son image 
(cf. [2], chapitre 7, $ 2) 


686. Trouver l'original f (t) si F (p) — 1 — cos (1/p). 
687. Trouver l'original de la fonction 
. 1 
ADI p(p—1) (p?+1) : 

688. Trouver les originaux des fonctions suivantes: 

1 SU ES. He) PR EE 
a) F(p)= p?+4p+3 Ù b) F (p) p? (p? +1) ° 
689. Trouver l'original de la fonction F (p) — 1/V 4 + p°. 


SOLUTION. Développons la fonction F (p) en série de Laurent au 
voisinage du point à l'infini: 


4 3 
1/2 9 9 
F(p=<+(t1++) is 2pe +2 …_ 


, (—1}k (2X) ! 
TA (DER PAT 


En vertu du théorème 41 (cf. [2], chapitre 7, $ 2), on a 
4h | 
=> DAT =, (), 


où J, (t) est la fonction de Bessel d’ordre zéro (cf. [2], chapitre 1, 
$ 25; chapitre 95, $ 9). 
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690. Trouver les originaux des fonctions rationnelles F (p) ci- 
dessous, en utilisant l'égalité 


f(t)= ÿ) Res [F(p) e?!], 
k=1 P=PR 


OÙ Py» + - ++ Pm SOnt les pôles de la fonction F (p): 
1 . 2p° + p?+2p+2 
ee P°+4p+5 ? b) FO =D 


$ 3. Applications du calcul opérationnel 
(cf. [2], chapitre 7, $ 3) 


691. Résoudre les équations différentielles suivantes compte tenu 
des conditions initiales de 

a) z' + x —e"t, x (0) = 1 

b) x +x = 20cost, x (0)— 0 x'(0) = —1; 

C) 4 2x ES5r =3, x (0) = 1, x’ (0) = 0; 

692. En utilisant la formule de Duhamel, résoudre les équations 
suivantes : 


a) æ° = x (0) = x'(0) = 0; 
b) y" +y=sinz, y (0) = y'(0) —0:; 
c) y" + y = 10e*, y (0) = 0) = y"(0) = 0. 
693. Résoudre le système d’équations 
2" + y =0, 


SOLUTION. Soient X (p)}=x (t), Y(p) = y (t). Formons les équa- 
tions opératorielles 
| PX (p)—& (0) +Y(p)=0, 

X (p) + pY(p)—y (0) =0, 
ou 

pX (p)+Y(p)=1, 

X (p)+PY(p)= —1. 

En résolvant ce système par rapport à X(p) et Y{(p}), on obtient 


1 
X=— +, YD=— 


D'où 


c(ti=et, y(t)= —eft 
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694. Résoudre les systèmes d’équations suivants: 
a) Z +- z'= y+ei, 
{ 2 (0)=y(0)—1; 


y+y'=æz+e, 
b) (x"—3(y—x+2), 

y=t—Yy, 

z = — 2, 


æ(0)—z" (0) —0; y(0)=0, y’(0)= —1; z(0)=1, z°(0)=0; 


c) y = 32—y, 
z' =y+2+er, y (0) =2(0) =0. 
695. Calculer les intégrales suivantes : 


a) L(o= dt; D) 1(9= ( Stat ge, 
0 .. 0 


/ 


ANNEXE 


Ci-après sont donnés des problèmes et exemples, généralement de: 
difficulté majeure, concernant la matière exposée dans chacun des. 
chapitres du livre. L'ordre dans lequel sont rangés ces problèmes ne 
correspond pas obligatoirement à celui respecté à l’intérieur des 
chapitres, ce qui obligera le lecteur de faire un certain effort pour 
trouver les éléments théoriques nécessaires à la résolution du type 
de problème proposé. Les problèmes de l’Annexe sont numérotés à. 
la suite de ceux figurant au dernier chapitre, les réponses corres- 
pondantes étant données à la fin du recueil, chapitre par chapitre. 


Problèmes concernant le chapitre premier 


696. Montrer que l'inégalité 
IT+n+e.. Fmlzisi-(Aul+... + 


est valable. 
697. Prouver l'inégalité de Bernoulli 


+)... l+m) + +... + am, 


où zj > —1 (j —1,...,n), tous les nombres x,, ..., x, étant. 
de même signe. 
698. Soit 0 Lx; L nr, j — 1, ..., n. Montrer que 


isn(n+... +m)|<snn +... <+sinz, =) sin. 
—4 
699. Montrer que l'égalité 
45 EL 25 L .. + nr = (1 +2 + ..e + n)° 


est vraie. 
700. Résoudre l'inégalité 


Ix+al—/r—-al<1, 


où a est un nombre réel positif quelconque. 
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701. Soit Q l’ensemble de tous les nombres rationnels et soit Z 
l’ensemble de tous les nombres irrationnels. Trouver Q [J 7,Q/f 7, 
QX TL. 

Prouver les égalités suivantes: 


702. RON 703. lim ng° —0 (|g|<1). 


n— 00 


Tiohver les limites suivantes : 
704. lim rte PR ee GT en). 


705. 1) lim [+ + he het 


2 im (1) (14) (1-4). 


706. En utilisant le théorème d'existence de la limite d'une 
suite monotone, montrer la convergence de la suite 


m=(1++)(t+s) . (1+): 


INDICATION. Faire appel à l'inégalité In (4 + x) < x (x > 0). 
707. En appliquant le critère de Cauchy, montrer la convergence 
de la suite 


Î 
a+ + 


n? 


æt la divergence de la suite 
1 1 
Th — | En 9 +- CCE + n e 


708. Une suite {x,} est appelée suite à variation limitée (suite 
bornée) si 14 >> 0 tel que 


[Le — mi + lrs — rl +... + [ln — Xnu | < M 


pour tout nombre naturel n > 2. 
Montrer qu'une suite bornée est POHSRtONEmENt convergente. 


SOLUTION. Adoptons la notation y, — : [x; — x; |. Si la 


suite {x,} est bornée, la suite {Un} sera majorée par le nombre M 
et sera croissante. Pour cette raison, la suite {y,} converge. 

En vertu du critère de Cauchy, Ve > 0, | Yn — Ym | LE pour 
n, Mm> no (€). 
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Ensuite, 


n 
Tr —Tml = À (tj — tj) < 
J=m+i 


ñ 


< ? Qi Trail na Yml (n > m). 


j=m+ 
D'où, en appliquant toujours le critère de Cauchy, on conclut que 
{x} converge. 
Il est à remarquer que la convergence de la suite {x,} n’im- 
An 
plique pas obligatoirement qu'elle soit bornée (2 = CT +0, 


n n 
: 1 
mais à [Ti —Ljl & 7 —). 
j==2 j=1 
709. Etablir si la suite {2} admet une limite quand 
n 
lim zx, —a. 
710. Qu'est-ce qu'on peut dire de la limite de la suite {x,yh} 
Si Zn — 0, alors que y, est une suite quelconque ? Donner des exem- 
les. 
711. Si {zhYn} est une variable infiniment petite, est-ce qu’on 
peut dire que l’une des variables {x,} ou {y,} est infiniment petite 
elle aussi ? Examiner l'exemple x, — 14 + (—1)"*, y, = 1 — (—1}7. 


712. Six, — à, alors £, — (a + ,.. + x) — a. L'assertion 


inverse n'est pas vraie. Examiner l’exemple x, = (—1)". 

713. Former les exemples de suites suivants: 

1) une suite admettant comme limites partielles les nombres a 
et b donnés ; 

2) une suite qui ne possède pas de limites partielles finies ; 

3) une suite qui n’admet qu'une seule limite partielle finie sans 
être convergente ; 

4) une suite qui admet comme limite partielle tout nombre réel. 

714. Montrer que: 


4) lim sup (x, + yr) < lim nn Z, + lim Sup ÿ;; 


no kR>n noo kR> No kR>n 
2) lim inf (x, + yz) > lim inf ss + lim inf y. 
no kR>n ni + 00 R>n n— 00 R>n 


Donner des exemples où les relations ci-dessus sont dotées de 
signes d'inégalité stricts. 

Trouver le domaine de définition Æ de la fonction y = f (x), de 
même que l’image Æ£, — f (E) de l’ensemble Æ obtenue par la fonc- 
tion j:; 

715: y — x?/(2 + 1°). 716. y — V 4x? — xt. 

717. y = V'cos 2°. 718. y — Arcsin (2 — x). 
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719. y = Ig ( — 2 cos x). 720. y = (—1)*. 
Trouver l’image Æ, = f (E) de l’ensemble Æ obtenue à l’aide de 
la fonction f si: 
121: y =%,E =1-5,2|, 222. y=2/clÆ£=]|- 1,31 
723. y=21|x|E — {{<|x|<3}.724.y = Vzr-—x,E = 
1 


— 
—— 


, 1L 
725. Trouver f (1), f (2), f (x + 1) si: 


4) f(x) — = s 2) f(æ)=x—2?; 3) f (x)= sin +. 


726. Trouver f (x) si : 1) f(x+1)—22— 3x +9: > 1(5)= 22, 
Construire les graphes des fonctions suivantes: 

727. y = x + _ (c’est une hyperbole). 

728. y — 1/(1 + x?) (c'est la courbe d’Agnesi). 

729. y = 2° + — (c'est le trident de Newton). 


730. y — 731. nee 


732. y = sinax, & — 2, 3 


on _ (0 L'rL2n). 733. y — sin 2°. 
734. y = Arcsin x, | x | < 1, PIRE 

735. y = Arccos x, [x |<L1, 0<Ly< a. 

736. y — Arctg x, —o0 << x << 00, LE : 

737. y — Arcsin —. 738. y = Arctg —. 


Étudier la continuité uniforme des fonctions suivantes sur les 
ensembles indiqués : 


739. f(x) — 


, ASE |: 


3— x? 


740. CO er y —I<LI< 3. 


741. f(x) = = = , Or. 742.7f(x)=xsin x, 0Kr< oo. 


743. f (x) = x, de 
Trouver les dérivées des fonctions suivantes: 


744, y — PCT , 745. y —cos 37 —3 sin x. 
1+zx 
746. y = e* (4+cotg =): 747. y= Arctg 


748, y=logse. 749, y=in (Cha)+ er 
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790, y—Arctg (thx). 791. z—1 1 2 
y—=| —3 Œ: 3 | 
—2 —3 x+i1 
752. x x? x$l 753. x? 2x zx 
y= 4 2x 3x?|, y=|] 2x 3x? 4x$ |, 
0 2 6x1! 2 6x 12x? 


754. Trouver f'(a) si f (x) — (x — a) æ (x), où y (x) est continue 
pour x = a. | 

SOLUTION. Etant donné que ® (x) n’est continue qu’au point 
x = a, il n'est pas possible de calculer formellement la dérivée de 
la fonction / (x) en tant que produit de deux fonctions. On part alors 
de la définition de la dérivée: 


f'(a)= lim LOIE = 1im ELLES 


— € 


= limp(x) = (a). 


X—+a 


7595. Quels sont nombres naturels n pour lesquels la fonc- 


4 sin — : LEO); 
tion = a 
: 0, z= 0: 
1) est continue pour x = 0; 
2) est différentiable pour x = 0; 
3) admet une dérivée continue pour x = 0? | 
756. Est-ce qu'on peut dériver terme à terme des fonctions liées 
par le signe d’inégalité ? 
757. Quels doivent être les coefficients a, b, c pour que la para- 
bole y — ax? + bx + c soit tangente à l’axe Or? 
758. Quelle doit être la valeur du coefficient a pour que la para- 
bole y — ax? soit tangente à la courbe y = In x? . 
Trouver la dérivée y. des fonctions ci-dessous données sous forme 
paramétrique : 
759. x = acost, y = bsint. 760. x = acht, y = bsht. 
Calculer les limites ci-dessous en appliquant la règle de 
L’Hospital : 
761. pes LR ma 762, lim cos (sin z)— cos x 


e 


x—+0 We x—+0 
{ 

{ 4 : Argsh x \ 
Pr 1 . 764. Ha (LEZ ] : 
REMARQUE. Si limlnz(x)—k, alors lim z (x) — eh. 

Xe x+a 
1 
765. lim (A8E)*, 
T 


x—+0 


763. lim a 
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Trouver les dérivées et les différentielles d’ordre indiqué: 
766. y = xV 1 +x?; trouver y”. 


767. y — tg x; trouver y”. 
768. y — In f(x); trouver y” (ici f (x) > 0 est une fonction 
deux fois différentiable). 


769. y —= x?/(1 — x); trouver y(®). 


770. y = x°/(1 — x°); trouver y”. 

771. y = e* cos x; trouver y(f. 

772. y = x°; trouver d'y. 

773. y = ch x:cos x; trouver dy. 

774. y = lu (x)l?; trouver dy (on considère que la fonction uw (x) 


est différentiable un nombre suffisant de fois). 
775. y = In u (x); trouver dy. 
776. y = f (x), où x = œ (t); trouver dy. 
__at+b : ,, (n) 
777. y = de trouver y), 
1 « 
778. Ju) : 
REMARQUE. Mettre la fonction sous la forme = + —. 


trouver y(), 


779. f (x) = (x — a)" (x); trouver f("(a), où œ (x) admet une 
dérivée continue d'ordre (n — 1) au voisinage du point a. 
780. Montrer que les polynômes de Legendre 


1 dn(a2—1ÿ 
2n! dx" 


P, (x) = (n=0, 1, ...) 


vérifient l’équation 
A — 27) Pr (x) — 2x P, (x) + nn +1) P, (x) = 0. 
INDICATION, Si u (x) = (x? — 1)", alors l'égalité 
du 
(x? — Â) 4e — onx U 
est valable. Dériver (n + 1) fois cette égalité. 


781. Montrer que les polynômes de Tchébychev 
1 


on-1 


Th (x) — 


cos (n Arccosxz) (n—1, 2, ...) 


vérifient l'équation 
A — 2°) Th (x) — x Ta (x) + n° Ta (x) = 0. 


782. Vérifier que les fonctions 


f(æ)=Arctg TE et g(x)=Arctez 
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admettent les mêmes dérivées sur l’ensemble £ = {—o << x << ©, 
2 1}. 

Etablir la relation qui existe entre ces fonctions. 

783. Démontrer l'identité 

3 Arccos x — Arccos (3x — 41°) = n (lz | +) : 

Développer en série de Taylor les fonctions suivantes: 

784. y — sh x. 785. y = ch x. 

786. Indiquer les valeurs de x pour lesquelles l'égalité approchée 

x? 


Cosxz = 1——— 


est vérifiée à 0,001 près. 
787. En utilisant les développements suivant la formule de 
Taylor, trouver les limites ci-dessous: 
. : à = 3/7 2 4 
1) lim SN ES, de 2) lim sin (sin zx) ne a? 
x—+0 Z X—+() e 


Déterminer les parties où les fonctions suivantes sont stricte- 
ment monotones: 


788. y— = (a>0). 789. y—=—"— 


790. y= ax D (a>0, b> 0). 


(b > 0). 


TT 


191. y—zxesx*+tbxte, q, b, c étant des nombres réels arbitraires. 
Trouver les portions de convexité et les points d'inflexion des 
fonctions suivantes : 
3 
792. y=air — br (a>0,b>=>0). 793. y—=zxe (bÆ 0). 
Etudier les extrémums des fonctions suivantes: 
794. y = act (a>0, b>0). 795. y— 


796. y—(x—a}(x—b} (0<a<b). 
Construire les graphes des fonctions ci-dessous : 


1 


797. =. 798. y—(x—a)e*, a>0. 


T 
Aie 


Problèmes concernant le chapitre 2 


Trouver les intégrales suivantes: 


dx dx 
799. Î EH. 800. er 


801. ir 802. | 2 


a?x? + b2 a?x2— hp? ° 
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dx “dx 
een 
805.  : 806. | +e) dx. 
807. | HE dr. 808. | LT dr. 
2 
809. | LT de aZ0, bZ0). 
SOLUTION. 
b 
1= | -d nie 
— ) a?xt+b? se + En 
. b 
dax—— 
| ( + 0 _b_,\ | du 
A ON NE 
x? 


Si les nombres a et b sont de même signe, alors 


1=———— Arct Po, 
Te NUE 7 NUE Va 
Si a et b sont de signes différents, on a 
De u— V2 ab | _ 
u°—2 jabl u—(V2labl} 22 lab u+ V2 labl 
… 4 l ax?— zx V 2 |ab| —b | 
= —_—_— | ————— |, 
2 V2 Jab| axz?+zx V2 |ab| —b 
810. e Je Thdxr (40, bZO). 
1. | sinizdz. 812, | cos? x da, 


813. À cosixz dx. 814. | ché x dx. 


dx : 
819. | ES NCeT ad—bc==0, a, c sont des nombres 
positifs, alors que b, d sont des réels quelconques. 

SOLUTION. Effectuons la substitution ar —b— fu?, où f— 
—= (bc—ad)/c, d'où 


=? +12, dx =2 ludu, CT — = f({+ut). 


ANNEXE 129 


Donc, 
| dx __ 2f | u du ” 
V'(az— b)(cx—d) 7 vf . 2. (4 + u?) 
2 du du 
= — SQn f || ———— — — sgn f | —— — 
a Î V a VIT ac | Vi+ui 


: sen f-Argsh u — =: sen f-Argsh <= à 


Va Vac 
En qualité de primitive de la fonction : — on peut éga- 
u 
lement prendre la fonction In |[u+V 1+u?|. 
816. | atsh 2 da. 817. | Arcsinz 
T 
818. | (Arcsinz)2dx, 819. Lev* dx. 
dx 1—z+ zx? 

820. a na ed . r=—— 82 e p—— 

Î (A— x}? V1— zx | | ViEz—7r? se 
822, Pres. (effectuer le changement tg x —t). 


Calculer les intégrales définies suivantes : 


823. 


Er) DO 


2 
Var—ZAdx. 824. | sintzdz. 

"nr 

pa 


T 


£ 
Trouver les limites des sommes indiquées au moyen d’une 
intégrale définie : 
: Î { { 
827. lim (++ +). 


SOLUTION. Mettons la somme donnée sous la forme 


" : 
825. | cos ada. 826. | cos £ dt. 

J 

_ 2 
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On voit que c’est la somme intégrale (de Riemann) de la 
sur [0, 1] lorsque l'intervalle [0, 1] est sub- 


fonction y — TH. 


divisé en parties égales, les points étant choisis +. 


Sur l'intervalle [0, 1], la fonction y — = est continue, donc 
elle est intégrable au sens de Riemann. Dans ce cas, toute 
somme intégrale de la fonction = — tend vers l'intégrale 

1 


TS. | 1 
définie de cette fonction, c'est-à-dire vers | TT — In ({+x) _ 


(==) 


— ]n 2, 
Ainsi, 


: 1 — 1 
828. lim TT ue ). 


829. im D rt —. 830. im D, GT. 


831. lim — D) pla++(b—)), 


où œ (x) est une er continue (ou tout simplement intégrable) 


sur b]. 
Calculer les intégrales impropres suivantes: 
e dr . C dx 
832. |“. 833. RE: 


1 


dr 


834. | 835. | e-“cos ax da. 
> LT 


Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes : 


836. a>0, f>0. 


dx 
2% (4422) 


z® Arctg z dx B> 0). 


837. 
4 + z8 


Se ——,8 


ANNEXE 131 
Problèmes concernant le chapitre 3 


Calculer les déterminants suivants : 
838. |a? 4 c? 839, | ax ax? 1! 


a b c|. ay a+y? Al. 
4 b21 az a2+z3 
840. | 1 { 1 841. | 1+a 1 { { 
4 1+a 1 |. { 1 + 1 1 
{ { 4 +b { Î 1+c { 
1 1 1  i+d 


842, |x+y y x 

x ZT +Y y 

y ZT  T+y 
843. Prouver l'égalité 


1+xiy, 1+axiy 1+zxiy: 
1+my, 1+ays 1 +aya |=0. 
Lay l+asye 1+ rss 


844. Trouver la valeur de x figurant dans l'équation 


x? 3 2 
æ —À1 1|—0. 
0 1 a 
Résoudre les systèmes d'équations suivants: 
845. x+ y + Z=aà 
z+ (+a)y+ 1-2 | 
z + y + (1 + a)z—0 


846. 5x + 4z+)1—=3 

xz—y+22+ t—1 

4x + y + 2z = 

z+y+ z+ t—=0 

847. x— 4Ay+ 2z—1 
22+ Sy— 2—13 L 

33x — 11y + 41z — 88 
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2æ— y— z—=1 
x + 3y + 4z — 6 
849. Trouver le rang de la matrice 
0 —a —b —d 


848, x+2y + 3z—5 | 


F a Dont ee 
lb ce 0 oO 
d e 0 0. 


850. Calculer les produits AB et BA des matrices suivantes: 


4 2 3 (* 4 2 
a { | a - { ) 
À. 55: À \4 3 1 


851. Trouver l'inverse de la matrice 


4, 12 7 
af { | 
4 7 6 


852. Résoudre l'équation matricielle 


& 12 7 1 12 
( 1 }x- ( 1 ] 
4 7 6 4 31 


Tiy Lio Li 
X — | Toi Loos Los |. 
Lay Lao 33 


Problèmes concernant le chapitre 4 
Déifnir les domaines d'existence des fonctions suivantes: 
853. u—1/V x2+y?—1. 854. u —V sin (x? +y?). 
FAT vue à DA 
855. u—In(e+y). 856 u—1// S+h+E 1 
Trouver les lignes de niveau des fonctions suivantes: 


857. z — x? + y2. 858. z — 1/(x? + 2y?). 
859. z — y — 2x?. 
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860. Trouver la distance qui sépare les points (1, 7) et (4, 3) du 
plan. 
861. Trouver la limite de la suite de points 


Me, (1++)) 22 2,0) 
862. Soit 
1, y>0, 
1+x+y, y<0. 


Etablir les ensembles sur lesquels la fonction ci-dessus admet 
des limites aux points (x,, 0), où x, est un nombre réel quelconque. 
863. Indiquer les directions @ suivant lesquelles la limite 


f (x, n=| 


. T 
Ver — x? + y? ) 
est finie si Æ — p COS @, y —= p sin p. 

864. Déterminer l’ensemble Æ sur lequel la limite 


‘ L 
lim — _— 
x>0 Sinxz siny 
y—+ 0 


existe. 

865. Etudier la continuité uniforme de la fonction 2— 
= V2 +72 dans le plan R.. 

Trouver les dérivées partielles de premier et de deuxième ordres 
des fonctions suivantes : 

866. u — 2° + yÿÿ — Sx°y?. 

867. u — x sin (x + y?). 

868. Vérifier la validité de l'égalité 


Ou  d?u 
Ôx Ôy  Ôôyôx 


si : 
1{)u—x?—2xy—3y?; 2) u = Arccos J/ À. 
869. Est-ce que fx,(0, 0) existe si 
‘2xy 9 2 0 
0, x =y—0? 


870. Une fonction f (x, y, z) est dite homogène de puissance (ou de 
mesure) m si Vt => 0, f (tx, ty, tz) — t"f (x, y, z). Montrer qu’une 
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fonction dérivable f, qui vérifie l’équation 


Xfx fr Yfy + 2}; — mi, 


est obligatoirement une fonction homogène de puissance m. 

Trouver les différentielles de premier et de deuxième ordres des 
fonctions suivantes : 

871. u = xy + y?. 872. u = xy + yz + xz. 

873. Montrer que, si u — V/ x? + y? + z°?, alors d'u > 0. 

Ecrire les équations du plan tangent et de la normale aux points 
indiqués pour les surfaces suivantes: 

874. x? + y? + 7? = 169 au point M, = (3, 4, 12). 

875. ax? + by? + cz — À à son point M, = (xs, Yos 20) (C’est- 
à- dire arf: + byi + cz, = 1). 

876. Décomposer un nombre positif donné p en trois facteurs de 
façon que la somme de leurs inverses soit la plus petite possible. 

877. Décomposer un nombre positif donné p en trois facteurs 
(p = xyz) de façon que la somme x + y? + z? soit la plus petite 
possible. 

878. Trouver le parallélépipède rectangle de volume donné V 
dont l’aire de la surface est la plus petite possible. 

879. Soit le paraboloïde de révolution 


2= 4 — 2 — y. 


_ Inscrire dans ce paraboloïde (dans son 1° octant) un parallé- 
lépipède rectangle de volume maximal si: 

a) sa base inférieure est disposée dans le plan xOy ayant un de 
ses sommets à l’origine des coordonnées ; 

b) ses faces sont parallèles aux plans de coordonnées ;: 

c) un des sommets de sa base supérieure se situe sur la surface du 
paraboloïde. 

880. Soit le paraboloïde elliptique 


= 621 À y. 


Inscrire dans ce paraboloïde (dans son [°° octant) le parallélé- 
pipède rectangle de volume maximal si ce dernier est disposé comme 
indiqué au n° 879. 

881. Trouver le ‘réctanigle de périmètre donné 2p dont la rotation 
autour de sa base engendre un corps de volume maximal. 

882. Considérons un trapèze curviligne borné par la courbe 


y=btam (0<r<t), 


Trouver le trapèze curviligne de ce type dont b°? _ — p (p est 


un nombre donné) et qui, en tournant autour de l’axe Ox, engendre 
ün corps de volume. maximal. 
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883. Sur l'intervalle (1, 3], substituer d’une façon approchée à 
la fonction x? une fonction linéaire ax + b, de façon que l’écart 
absolu 


À = max [2° — ax —b] 
A 1<x<3 


soit minimal. 
SOLUTION. Trouvons la valeur maximale que prend la fonction 
f(x) = 2? — ax — b sur [, 3]. On à f (41) — 1 — a—b, f (3) — 


— 9 — 3a — b; f' (x) — 2r — a — 0 pour t=r(2<a< 6) ; 
f(S)=-$ 0. Il est évident que À = max {|f (1) |, | f (3) |, 


| f (5) |}. Etant donné que nous devons minimiser la grandeur À en 
fonction de a et de b, choisissons ces derniers de façon que f (1) — 
— f (3), c'est-à-dire 
1—a—b—=9—3a—b, a = 4. 
Maintenant, 
A = max {|3+b|, |4+b|}. 

On voit que la valeur minimale de À sera obtenue lorsque 

|3+b|—14+0 |, c'est-à-dire pour b — —3,5 (Ain = 5). 


. 2 
Donc, sur l'intervalle [1, 3], parmi les fonctions linéaires de la 
forme y — ax + b, la fonction y — 4x — 3,5 est la plus proche de 
la fonction y — x*. 
884. Résoudre un problème analogue au n° 883 pour la fonction 
2° sur l'intervalle [1, 4]. 


Problèmes concernant le chapitre 5 


885. Montrer que la variable 


n 
Ta _ > + Inn 
k— 
admet une limite. 
SOLUTION. Pour commencer, prouvons l'inégalité 
x + In (1 — x) <O, 0Lxr<i. 
En effet, la fonction (x) — x + In (1 — x) a comme dérivée 
q' (x) = — = <0 (0<xz< 1). Done, la fonction p (x) est stricte- 


nu déro ante et, étant donné que œ (0) = 0, on a (x) < 0 
(0<Lr<1). 


136 ANNEXE 

En vertu de l'inégalité prouvée, la suite {x,} est décroissante : 
List; = + In RTE = 

= + (1— —)<0 n—1, 2, ..….). 

D'autre part (cf. n° 376), la suite {x,} est minorée par zéro: 


ri > 0, Vn. 


D — > In n>ln(n+1)—Iinn—ln 


C’est pour cela qu’en vertu du théorème de l'existence de la li- 
mite d’une suite bornée monotone, on arrive à la conclusion que 


lim = lim] > Im n |=c 


R=1 
ou 


D + =C+Inn+a 
où œ, —> 0, 


La limite C est appelée constante d'Euler (C = 0,577216...). 
Trouver les sommes des séries suivantes: 


886. 1— 5 + +... 
RES SRRE EE 


on l’aide du critère de Cauchy la convergence des séries 
suivantes : 


888, 3, 2. ep, > (RT 
n=1 n—=i 


890. En utilisant le critère de Cauchy, montrer que la série 
harmonique 


dette +. 


diverge. 
SOLUTION. Pour tout n>1, on a 
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et le critère de Cauchy indique que la série harmonique considérée: 
diverge. 


891. Montrer que la série D 4 “In-8# 
k=—2 


1) converge pour & > 1 et pour tout B: 
2) converge pour a = 1 et pour > 1; 
3) diverge pour & «<< À et pour tout. À 
4) diverge pour a = 1 et pour f < 


En utilisant le critère de Weierstrass. A la convergence uni- 
forme des séries ci-dessous sur les ensembles indiqués: 


892. D (—o<z< 0). 
1 


893. > EC (æ > 0). 
1 


INDICATION. 

x … V rx? V'1+ nr? 4 A. 
Ant?  n?(A+ nt?) = n(+ntz) 2 Vi ni? n° 
894. 5 . PRET —, jt <o, Bf>2(x+1), a>0. 

1 
INDICATION. 
n°x nt V nfr? 1 _ { 
1+ nPr2  np/2 (A nr?) CREER) —- 
n°? V'1+ nhr2 n°? 


895. DE me PAM r, (420), a20, f>0, p>0, 9>0,q<p, 
1 


p>+(1+a). 
INDICATION. 


q 


— 


a 
+ -$ 
Pna(i+nbz) in PP. 


nax? (1 + nhzx?) "1 = (nbx?) 


896. 2 x?exp(—nx), 0ÜLx< oo. 


SOLUTION. Pour mettre en œuvre le critère de Weierstrass, il faut. 
trouver la borne supérieure précise de la fonction y (x) — gen > 0: 
sur [0, œl. Il est évident que y (0) — 0, lim y (x) = 0. 


X — O0 
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Trouvons les points stationnaires de la fonction y (x). 


On a 


y' (x) = (2x — nr?) e7* 0 


pour z—0, = +; y (+) = et. 
Donc 
sup y(x) ee era 
0LXx< 00 n 


O0 
æ . 1 Ps Le L _ _4 
La série 4 >, —;e"? converge, donc la série D, zte"* est uni- 


1 1 
formément convergente. 


897. > Arctg 5 (|t| < oo). 


No les fonctions suivantes en série de Taylor suivant les 


puissances de x: 
898. exp (—z*). 899. exp (x°). 


900. 1) cos 2; 2) costz; 3) 


Problèmes concernant le chapitre 6 


Former l’équation différentielle pour la famille des courbes in- 
diquées : 

901. 1) y = — Ca? ; 2) y = ca", où Le est un nombre naturel. 

002. y = a" + cr. 903. x? + ay? = 2cx, où a est un nombre fixé 
arbitraire. 

Trouver la solution particulière des équations différentielles in- 
diquées avec la condition initiale: y (2) = 4. 

004. xy° — y — 0. 905. zy' + y = 0. 

906. 2°y" + y = 0. 907. 2yx? dy = (1 + x?) dx. 

Résoudre les équations de Bernoulli suivantes: 


908. y = hr pour y(—1)—1. 909. y’ + xy = xyi. 


910. Définir la courbe y — f (x) passant par le point À — (a, a) 
si la distance entre l’origine des coordonnées et. la tangente à cette 
courbe au point (x, f (x)) est égale au module de l’abscisse du point 
susmentionné. | ; | 

Déterminer à l’aide de la méthode de Newton (méthode des tan- 
gentes) les racines des équations ci-dessous avec la précision indi- 
quée : 


911. f(x) =2? + 1070 à 0,004 près. 
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912. f (x) =x + e* — 0 à 0,00001 près. 
Résoudre les équations suivantes: 


913, yO — 3y" — 4y — 0. 914. y" — 37" + 4y — 0. 

915. Trouver la courbe télé correspondant à l’équation 
y" — y = 0 et qui a comme tangente au point (0, 1) la droite y — 
= 2x + 1. 


Résoudre les équations différentielles à second membre suivan- 
tes : 

916. y" — y — e*. 917. y" — 3y" + 4y — 2e. 

918. y" + 5y' + 6y = ex + e-2x, 

Résoudre par la méthode de variation des constantes les équa- 
tions différentielles suivantes : 
PAU / À I —— { " 5 
919. y +y=s— 920. y"+y=tgzx. 
Résoudre les systèmes d'équations suivants: 


xz+y=0, 
on. | ue 
Z—y—3x— y —0. 


922. s+Be+ FHEneS x (0) —1, y (0) = 1. 
y— t+y— 0, 
z'—4x' + 4x—y—0,. 
923. PET R E e) z=x(t), y=y(t), a>0. 
SOLUTION. On réduit le système à une seule équation différen- 
tielle par rapport à l’une des fonctions, par exemple, par rapport 


à æ(t). En différentiant la première équation deux fois et en por- 
tant les valeurs de y, y’, y” dans la seconde équation, on obtient 


29 — 8x" + (16 — a?) x — 0. 


Pour l'équation donnée, l'équation caractéristique est de la 
forme r# — 8r? + 16 — a? — 0. En résolvant cette équation, on trouve 
ho=+V£+a, rs = +V 4 — a. 

Si 0<a<4, toutes les racines de l'équation caractéristique 
sont réelles et distinctes et la solution générale s’écrira 


TZ (é) as ce V ëta t + eV Etat Lee VE-at + cyeV k-a t 


Si a—4, alors r,,;,=+V8, r;—=r,=0 et 
zt)=ce-Vêt+ceVBt Le, + ot. - 
Pour a>>4, les racines r3 ,=-+-V 4—a sont complexes: r;— 
: iV a—4, r,=—iVa—4. Dans ce cas, 
z(t)=ce-Vitattce-VEtat lc cost Va—4+c,sintV a—4. 
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La fonction y (t) est trouvée en partant de la première équation 


du système : 
y (t) = x" — 4x° + 4x. 


Problèmes concernant le chapitre 7 


924. Etudier la continuité de la fonction 


1 
d 
F(y= (He, 


où f (x) est une fonction continue et positive sur [0, 1]. 
925. Montrer que 


im | 14 DJ (t)] dt — f(x) — f (a) 


si f (x) est continue sur [A, B1, où À < a < x < B. 
926. En appliquant la dérivation par rapport au paramètre, cal- 
culer l'intégrale 


ta 


Arctg (y _Arctg (ytgæx) x) 
F'(y) — | y dx. 

SOLUTION. La fonction f(x, y) de l’intégrande est continue sur 
l’ensemble D — {0 SI<— , —aLY <a) pour tout a >> 0 fini. 
La dérivée partielle 

EE ENT 

97 A1+yite?z 
est continue sur D, ce qui rend possible la dérivation sous le signe 
d'intégration : 


TT 
52° 

F (y) = rer À + AHytter TE 
0 


Calculons la dernière intégrale. En posant uw —tgzx, on a 


O0 


/ : du 1! 1 … 
FO= | anses hu lé 
0 0 


DU RS 
 y?—1 L+yiu? 2(y2—1) 
0 
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U 


Soit y=>0. Alors, en posant U—--, on obtiendra 


= + = Lane re 
EU SEEN lo 2 
0 
Mais si y<0, alors 
| du TT. { dd nr 
1+yèur y J A+ 2y° 
0 0 


Donc, 
FU=sprs 70), 


F=sa-x U<0. 


Ayant en vue que F (0) —0, l'intégration donne 
F(y)=<sgnyln(1+lyl). 
927. Soient 


D'(x)= | tte”! di 
0 


la fonction gamma et 
1 
B(x, y)— [és-t(1— ut dt 
0 


la fonction bêta. 
Montrer que 


r&rG) 
Den) nb 


DÉMONSTRATION. On a 


L'(x) F (y) — { | LT lqu-te-t-T di dx. 
0 0 


Effectuons le changement de variables 


t—u(l—v) | 


T—=u UV 
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Le jacobien de la transformation considérée sera TS 5 =u>0. 


Par ailleurs, 


t+r=u (0<u<o), Ve (0OLv<1). 


Donc, 


oo 1 
l'(x) l'(y) = | | ur 1f—u):-tuv-iuy-Îe "y du dv — 
0 0 


O0 
= Àuetite-t qu | ov-1 (1 —v)s-1 dv = 
Ô 


On) bre 


=T(x+y)B(y, z)=T(z-+7) B(z, y), 


car il est aisé de vérifier que B(x, y) —B (y, x). 
928. Montrer que 


D(n+e) = EL y. 


DÉMONSTRATION. Pour la fonction gamma, on a établi la 
relation (cf. [2], chapitre 2, $ 15): 


l'(x+-1) = al (x). 


En vertu de cette égalité, on obtient 


D(n+£)=T(n-5+1)={n2)T (nr) = 


Par ailleurs, 


4 
D (A) fr Gear (eu = | ex au 2. VE V7. 
0 0 


En substituant cette valeur, on aboutit à l'égalité requise. 
Calculer les intégrales suivantes: 


929. | ay dx dy si le domaine D est borné par la parabole 


D 
y? — 4x et par la droite x = 1. 
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930. | ( | xy | dx dy, où D est un disque de rayon 4 centré à 


D 
l’origine des coordonnées. 


931. NNEZ dx dy dz, où D est un domaine borné par les 
D 
surfaces x = 0, y — 0, z — 0, x° + y? + 7? — a?. 


932. \f| re 23 dy dz, où D) est l’intérieur 


D 
de l’ellipsoïde 


933. Trouver l'aire de la surface bornée par les courbes 


y = p° + 2px, y =p—2px (p > 0). 


934. Trouver le volume du corps borné par les surfaces z — x? + 
+ y?, y = 2, y = 1,2 —0. 

935. Trouver les coordonnées x,, y, du centre de gravité d’une: 
plaque homogène bornée par les courbes x? = ay, y — x = 2a. 
(a >> O). 


Problèmes concernant le chapitre 8 


Calculer les intégrales curvilignes suivantes: 
936. | (x? + y*) ds, où C'est la courbe x = a (cos t + {sin t), 


C 
y = a(snt—t{tcost), 0Lt<2n. 
937. xy ds, où C est l'arc d’hyperbole x = acht; y —asht 


C 
USE to). 
938. {| (x? + ay?) ds, où C est le cercle x — cost, y = sint 


Re 
(0 LL 27). 
939. Trouver la longueur de l'arc de la courbe gauche F x — at, 


y= y + 2, z2—btû (a>0, b=>0) compris entre les points 


0=(0, 0, 0) et A={a, / À ab, b). 


SOLUTION. La définition de l’intégrale curviligne (cf. [2], cha- 
pitre 3, $ 2) montre que, si la fonction figurant sous le signe d’in- 
tégration est égale à 1, l'intégrale curviligne sera égale à la longueur 
de l’arc-de courbe le long duquel cette intégrale curviligne est cal- 
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culée. C’est pour cela que 


1 Â 
Te À ds = | Va? Gabie + Dos dt — | (a + 3bt?) dt — a +-b. 
r 0 0 


940. Trouver la longueur de la courbe 
ze "cost, y—etsint, z—et (0<t< oœ). 


941. Calculer l'intégrale curviligne 


| (xdy—y da), 
T' 


où: 4) l'est le segment de droite qui relie les points O = (0, 0) et 
À = (2, 4); 2) Test l’arc de la parabole y — x? reliant les points O 
et À. 

Calculer les intégrales curvilignes ci-dessous après s'être assuré 
que l’expression figurant sous le signe d'intégration est une diffé- 
rentielle totale : 

(2, 4) (4, 2) 
942. | (cdy+yds). 943. | VEN, 
(- À, 2) (2, 1) 
(a, b) 
944. | f(æ+-y) (dx + dy), où f(t) est une fonction dérivable. 
(0, 0) 
ELA 
Ce. 
945. | e* (cos y dx — Sin y dy). 
(0, 0) 

946. Déduire les formules suivantes: 

1) grad (cf + cag) = à grad / + c, grad &, 
Où C1, €, sont des constantes; 


| d f— d 
2) grad (L) = PR (p(n) 0, mar... En); 


3) grad 4 [f] = 4" (7) grad f, 


où 1 (t) est une fonction dérivable d’une seule variable. 
947. Trouver grad UÙ (x, y, z) si: 
HU=r; D U—f(), 

où r — V 2° + y? + 7°, f étant une fonction dérivable. 
948. Trouver la valeur et le sens du gradient du champ 


Ù (x, y) = ax? + by? — dry a 0, b>0, d> 0) 
au point À = (2, 1). 
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Indiquer les points auxquels grad U est nul et ceux où il est per- 
pendiculaire à l’axe Oy. 

949, Déduire les formules suivantes : 

1) div (ca, + ca) = ©, div a, + c, div @, 
où c, et c, sont des constantes; 

2) div (f-c) = grad f:c, 
où c est un vecteur constant. 


950. Calculer div (2) SOÙr—YVat+y +2, r—(x, y, 2). 


951. Déduire les formules suivantes: 

1) rot (ca, + Gu:) = ©, rot a; + €, rot a», 
où c, et c, sont des constantes ; 

2) rot (Uc) = grad UX ec, 
où c est un vecteur constant. 

952. Calculer rot r'etrotre,oùr = (x, y, 2), r = V x? + y? + 2, 
C — (C1, Co, C3) étant un vecteur constant. 

953. Etablir si le champ vectoriel indiqué est doté d’un poten- 
tiel U et trouver ce potentiel s’il existe: 

1) a = (52*y — 4xy) i + (3x? — 2y) j; 

2)a=Yy+z, x +2, x + y). 

954. Parmi les équations ci-dessous, indiquer celles qui sont aux 
différentielles totales : 

4) (22? + y) dx + (3x + 4y) dy = 0; 

2) (ax? + by?) dx + (2cyx + y?) dy = 0. 

Résoudre les équations suivantes: 

955. (x + y) dx + (x + 3y) dy = 0. 

956. (x? + y? + 4x) dx + 2xy dy = 0. 

957. (y + 2) dx + (x + 22) dy + (x + 2y) dz = 0. 

En utilisant la formule de Green, calculer les intégrales curvili- 
gnes suivantes : 


958. | L(cx + y) dx — (x + dy) dyl, où T' est l’ellipse x — 


F 
= acost, y = bsint; c, d étant des nombres arbitraires. 


A 


959. \ L(x + cy) dx + (y + dx) dyl, où FT est une ellipse (cf. 
T 
n° 958), c, d étant des nombres arbitraires. 
960. Trouver l'intégrale [y dx + (1 + 2xy) dyl si les points 
AmB 
À et B se situent sur l’axe Ox, alors que le domaine D est borné par 


l'intégration suivant AmB et par le segment AB. | 
961. Trouver l’aire S de la figure bornée par la courbe C 


(2) +(4)"=1 {@=>0, b>0, n°0) 


et par les axes de coordonnées. 
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2 2 
SOLUTION. Il est évident que x — a cos" p, y — bsin* Ÿ (0 << 


L'p< +) est l'équation de la courbe C’ sous sa forme paramétrique. 
Pour cette raison, 
{ 
S=7 | (rdy—vds), 
T 
où l'est le contour constitué par la courbe C et par les segments cor- 
respondants des axes de coordonnées. 


On a 
0 a 
: Â 
S—+ | (x dy — y da) ++ | (0 dy—y-0) + | (x-0—0 dx) — 
C b 0 
1 
= + | (cdy—y da) = 
C 


T 

2 2 
a . mA 
. | [cosp-sin pl" do. 


En effectuant le changement de variable sinqg—z, dœp— 
dz 

V1—7? Li 
pt 2-1 1 

S-— | 2m ({—zÿt dz=(=t) = 


on obtient 


(cf. nos 927, 928). | 
Il est à remarquer que pour nr = 2, on obtient le quart de l'aire 
de l’ellipse (xab/4). 


Problèmes concernant le chapitre 9 
Développer en série de Fourier les fonctions suivantes: 
ax, —n<x<0, 


bzx, 0OLzxz< ar, 
963. f (x) = x sin x dans l'intervalle (—x, x). 


« 


ù a, b sont des constantes. 


962. f(x) — 
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964. f (x) — | sin x | (fonction périodique). Trouver la somme 
de la série 


: 1 1 1 
Ha Toto de 


965. f (x) — | cos x | (fonction périodique). 
966. Trouver le produit scalaire des fonctions 
fa) =sin2r, x) =cosxz;, 0O<Lxr< nr. 
967. Trouver la norme de la fonction 
fa) =1—2, 0OLzxr<2. 


Etudier la convergence uniforme et en moyenne quadratique des 
suites de fonctions suivantes : 
968. f, (x) — A 2%, 0Lz<i. 


969. f, (x) — = ——, 0Lr<Ai. 
SOLUTION. Il est aisé de voir que la suite f, (x) converge vers la 
| 0, 0Lzx<1i, 
fonction 4 (x) — { 1/2 Dee À, 


La convergence n’est pas uniforme, car 


: sup fn (@ =7 #0 pour n— oo. 
0Sx<1 


Nous allons montrer que cette suite converge vers la fonction 
d (x) en moyenne quadratique. Etant donné que la valeur de l’in- 
tégrale ne dépend pas de la valeur que prend la fonction en un point, 


il suffit de montrer que jf, (x) converge vers zéro en moyenne quadra- 
tique : 


fa (@)—01<{ 


Eslé) "eo 


4 it, j 
| CET J"<- Vr (Ï= En: = TE + — 0, n—0c. 


970. Trouver la fonction œ (x) si 


1) 


ec 


® (y) COS Ty dy = ——> - 


(y) cos xy dy — exp (— x?). 
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Problèmes concernant le chapitre 10 


971. Résoudre par la méthode de Fourier l'équation des oscilla- 
tions transversales d’une poutre 


04 o? 
rt =0 (0Sz<I, 10) 


avec les conditions : 


u (0, t)=u (1, t) — Ou (0, t)__ Gu(l,t) 0, 


ôæ rx 
qui montrent que les deux extrémités de la poutre sont encastrées ; 


u(r O)=f(r), MEDEF (x). (1) 


SOLUTION. Tâchons de trouver une solution de la forme 
u (x, t) = T (t)°:X (x). 

En portant cette fonction dans l’équation, on obtient 
X@) TO _,, 
ER em M>0. 


De cette façon, nous avons obtenu pour les fonctions X (x) et 
T (6) des équations différentielles ordinaires. 
Pour l'équation 


X® — 4X = 0 (2) 
l'équation caractéristique est de la forme 
En résolvant cette dernière équation, on obtient quatre racines dis- 
tinctes: r, — —À, ra —=.À, rs = —ih, r, = ih. Cela fait que la so- 


lution générale de l'équation (2) soit 
X (x) = a, ch Àx + a, sh Àx + b, cos Az + b, sin Az. 


Les conditions formulées du problème demandent que la fonction 
X(x) vérifie la relation 
ss 0 OX (1 
ZO)=x (= = F0. (3) 


Compte tenu de (3), pour z = 0, on tire 


b, = —a,, b, — —a. 
Donc, 


X(x) = a,(ch Àx — cos Àx) + a,(sh Àx — sin Ar). 
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Par ailleurs, en utilisant (3), pour x = !, on tire 


a, (ch À — cos Al) + a, (sh Al — sin A7) —0 | 
0 


4 
Aa, (sh AI + sin À) + Aa, (ch Al — cos Al) — (4) 


De cette façon, nous avons obtenu un système linéaire homogène 
pour la détermination des coefficients a;, &,. Pour que la solution 
du système (4) ne soit pas triviale, il faut que le déterminant de ce 
dernier soit égal à zéro: 

ch A — cos Al shAl— sin | 
A(shAl+sinAI) A(chAl—cosA)| 
ou 
ch Al-cos À = 1. (5) 
L’équation (5) admet un nombre dénombrable de solutions positives 
has seu Mons 
Maintenant, pour déterminer les coefficients a,, a, il suffit de con- 


sidérer une des équations du système (4). En supposant a, arbitraire, 
on trouve ds (pour À = À,). Dans ces conditions, c’est la fonction 


Xn (xt) — (sh Nnl — Sin ÀAl) (ch À,x — cos À,x) — 
— (ch À, — cos À.) (sh Aux — sin À,x) (6) 
qui correspond à la valeur de À. 
Ainsi, les nombres À, représentent les valeurs propres, tandis que 
X, (x) sont les fonctions propres (correspondant à À,) du problème 


aux limites (2), (3). Les fonctions X, (x), ..., X, (x), .… for- 
ment un système orthogonal sur JO, él. En effet, 


XP Aix, —0 
XE)— Xp = 0 


En multipliant la première et la seconde équations respective- 
ment par À, et par X, et en retranchant la seconde équation de Ia 
première, on obtient 


XOX,— XÉVX, + (A—AE) X,X, —0 
ou 


— [XX — X XP — 2 LXÉXS = V: AVE por ol —0, 
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L'intégration de cette équation sur [0, Z] donne, en vertu des con- 
ditions (3), 


1 
| X,(x)X,(æ)dr—0 (k=n). 
0 


Calculons encore l'intégrale du carré de la fonction X,, (x): 
1 l 


| X2 (x) dt= x" \x; (x) X (x) dx = 
(1) 0 


= [Xx, @ xx" (| — X;.(2) Xx' (x) de | — 
0 
= hs X,! (x) X4!' (x) dx — 
0 


l l 
= 2x, 2 QG de] [IX GT de 
0 0 
Ensuite on trouve 


I | l 
| (op de [a 1x 1°] —2 | 2X% (a) X3 (2) dx | 
0 | 0 

l 


—1[X; (0)}2 — 2 { zX! (x) XL (x) dx. 


0 
Calculons l’intégrale 


2zX, (x) Xh°(x) dx — 


St, es 


l 
= [EE LeX Ce) Zn (o)— Xi (2) Xi) 2X 4 (œ) XN° (a) } da = 
0 
l 


— X,X!" dx — À [ zX,X, dr — 
(4) 


© 


l 
= — ee XX) — (A)? } dx—Ar | ZX hXn dr = 
0 0 
— ( [X2]2 dr — a fax xs dz. 
0 0 
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On obtient ensuite 


l l 
| 2X X“dx—x[X,]? — Î X,[X,—2X!] dr — 
0 


0 


l 


EE | [X,]2d si 
x 


zX,Xh dæx, 


d'où 


zX,Xn dx — + [X, 1? dx. 
0 


0 
On a maintenant 


l l 
| EX, Pda = ant [An (D —2An] | LAS (a de + 
0 


© 


l l 
to | Xl de | = hr [X3 (DI—3 [Xn (a) d2, 


L 
[EX Got de = At [X5 (DIE. 
0 
Continuons maintenant la résolution du problème initial. Pour 
h = À, donné, la solution de l'équation 
T" () = —\MT (+) 
s'écrira 
T,l(t)=c,cosAît+d,sinAÿt (n=1,2,...). 
La solution générale du problème initial prendra donc la forme 
u(z, t)= > (ce, cos t+d,sin At) X, (x). 
n=1 
Les coefficients c, et d, sont trouvés en partant des conditions 
(1) : 
l l 
Îf&)Xntæ)dz An | f(x) Xn (x) dx 
Ô 


_ 0 
a 7 UXOP  ? 


ñn 


l 
| [Xn (x)]° 4x 
0 
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l 
F (x) Xn (x) dx 4? i F (x) Xn (x) dx 
0 


Se, 


= D 

| L[X° (2 

M (IXn (a)l° x [X,, ()] 
0 


Naturellement, nous avons supposé que les fonctions f (x) et 
F (x) satisfassent aux conditions du théorème de Steklov (cf. [21, 
chapitre 9, $ 10). 

Remarquons que 


[X a ()12= 4 (sh À,l— sin À,0)?. 
972. Résoudre le problème n° 971 à condition que 
fa) = 2X:() +Xs(), F()=0 (O<z<). 
973. Trouver la solution de l’équation de la chaleur 


PEER 
ot ou Ox?, 


(—n<r<nr, t>0) 


avec la condition initiale 
u (x, 0) =f(x) = ar (—-r<z< x) 
et la condition aux limites 
u (En, à) = 0. 


Problèmes concernant le chapitre 11 


974. Trouver les parties réelles et imaginaires des nombres com- 
plexes suivants: 
1) z = (2 + 3i) (3 — 2i); 2) mr (c + di); 
3) z = (a + bi); 4) 3 = 
975. Construire les ensembles des points z vérifiant les inégalités 
suivantes : 


1) 121<38; 2) Iz—il<1; 2 I21< 8, + < Argz<n; 

4) 1z21=3;, 5 2<|[z—i|< 

976. Trouver la détermination Re des logarithmes sui- 
vants: 


4) In (—2); 2) In ( +i); 3) In (x + yi). 


977. Trouver les sommes suivantes: 
4) sin x + sin 27 +... + sin rx, 2) _ + cos x + cos 2x + … 
—+ COS AT; 


| È cos x + cos 3x + ...+cos (2n — 1x; 4) sin x + sin 9x +... 
. + sin (2n — 1) x. 
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978. Soit f (z) = u (x, y) + iv (x, y) une fonction analytique. 
Montrer que l'égalité ci-dessous est valable 


Ge + 1 = 4 GO. 


979. Trouver la somme de la série 


712 


S (= 1+ +5 81 1 +387 Lu 
SOLUTION. Cette série converge uniformément sur tout le plan 
complexe et peut être dérivée terme à terme un nombre infini de 
fois, toutes les séries qui en résultent étant également uniformé- 
ment convergentes. 
On a 
/ 2 ' Lei 
u trtirte + (00 
S = +++ .. S"(0)=0 
me __ Z 29 29 mi 0: 
S G= tits t.... S (0) — 0; 
@) (24424 7 - 
S® (2) =1+7 +3] +...=Ss (2). 
De cette façon, la fonction S (z) vérifie l'équation différentielle 
S® (z) = S (2) 
et satisfait aux conditions initiales $S (0) = 1,. S” (0) = S” (0) — 


— $S" (0) = 0. 
En résolvant cette équation, on obtient 


S (a=+ [ch z - cos z]. 
980. Trouver la somme de la série 
gÿ g$ 2° 


981. Trouver les sommes des séries suivantes : 


5 ee, > EE (0<zr< 2n). 
n=1 n=1 


SOLUTION. Conformément à la formule d’Euler, 


einx — Cos nx —+ i sin nt 
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et il suffit d'étudier la série 


> 1_ Linz 
n 
n=1 
Etant donné que 
| 1 
—_—_— À tn—i dt, 
0 
on à 
> einx — D | pn—1einx dt — lim > gn—1çinx dt — 
d r N—00 e 
N 1 N | 
, . v t 
m | Dents di lim | 3 (ei 
1 | RD f 
1 ; | 
__. (teix—(ietx)N+TT eix _#NQiN+1)x 
N 00 l—te l N-00 : — le 
An + N UN+1)x | 1-0 rer 
— lim lim Fu = dt—lim À TE = 
Ô—+0 N+00 0 1 ô—+0 ÎÂ—te 
1 ; 
| : i Q e 
= | Ts — —in({i—ie®)| = —Infi—cosxz—isin æ]— 
0 


ee : — Sin x 
= —ÎnfÎ—cosx—;isinx| —iArctg = 


nr 2 T  ;: z—H\ 
— ; In 4sin : i Arctg [tg —)= 


— —5in 4 sin? + +: —= (0< x < 27). 


En séparant les parties réelle et imaginaire dans la série 


enx, on obtient 


s | 


| 


sin LES — L 


O0 O0 
Y : CE = -51 n 4 sin? + D 
1 1 
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REMARQUE, On peut séparer tout de suite les parties réelle et 
Fu sn en partant de l'intégrale 
1 1 


( LR : | dt = { cos z—t dt+isins | dt 
Age  Je-ix_;  J 1—2tcosr+t? 4 — 2t cos x +t?° 
0 0 


ot 


Le En des intégrales aboutit au même résultat. 
982. Trouver la somme des séries suivantes: 


O0 O0 


cos nx sin nxT 
Se) 5 S; (x)= Ÿ —. (0Lxr< 27). 
n=2 n=—2 
INDICATION. 


3 


=" rl ee 
=; | 


4 se 
m1 +) g | (3 dt, 


0 
Il faut étudier la série 


D == 
n—2 


983. Trouver les sommes des séries suivantes: 


einx. 


St cos =) He 
‘hr 2 Group? @=2 Ma Le D 


a>—1, B>—1, a Æ À. 
INDICATION. 
1 


1 4 4 _ | Hide Hate 
a el | SR 


Montrer à l’aide de la théorie des résidus que 


7 lex 1 12 
0 


zx dx n? I = | z dx nr? 
2 


984. 1, — 


In sin x dr — —+ In 2, 


In cos x dx — —+In 2, 


ou 
ts 
Ï 
ON) A © 1! © 2 Q 
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SOLUTION. Considérons l'intégrale de la fonction f (z) — 7 


prise le long du contour l' constitué : du segment [0, R] de l'axe Oz; 
du segment z = R +iy, 0O<Ly<n; du segment z = x + ni, 
OZz<R; du segment z = iy, 0Ly< nr. 

Convenons que le contour [ est parcouru dans le sens antihoraire. 
À l’intérieur de l”, la fonction f (z) sera analytique, donc 


z2dz 
fe dau 
ou 
f dx t (Riy)id É (ni) d d ; d 
4 y y zæ+ mi) dx y idy 
Vert) eR+iy _4 +] (ex +1) + Hit 0. (1) 
a 


Etant donné que 
(RH iy) 5 | EU 
eR+iy _4 (el cos y—1)2+e2R sin? y e2R_ 968 cos y+1 


ee — 0Ly< 
Roi À R— oo  (0<y<x), 


on à 


(CR + iy) i dy 


PET TP — 0 pour R—oo, 


St à 


En passant dans (1) à la limite, pour R— ©, et en séparant 
les parties réelles et imaginaires, on obtient 


oo x 
se _ysiny dy 
RE 2 (1—cos y) * 
0 0 
D'ici on trouve 
n°? 
Cu UT. 
eu 00 do 
_ySinydy | dx | d 
| 2(14—cosy) | = pt) — xin2 
0 


Il est manifeste que 
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2 2 
De l'égalité 1,+1=—, on trouve que = et 7, — PER 
On a 


n ñ J 
Î y Sin y dy = (y Feng dy = 
à 2 (1— cos y) J" 2sin z 


IT 
2 

= 9 | y OV Jy—(y=u, cotg y dy — dv) — 
0 


gin y 
ELA T 
a 2 2 
= 2 [y In sin y 2 — | In sin v dv | — 2 | In sin v du. 
0 0 
Ainsi on trouve que 
x 
2 
L= | In sin v dv — —+ In2. 
0 


Le changement de variable = —t dans Z/, montre que 


JT, — la. 
985. Montrer que 


O0 
5" 
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An | 202... À _ 
4 | ex+1 120 
0 


986. Trouver l’image de Laplace de la fonction f({t) — 
= (a>œ—1). 
SOLUTION. 


p(p)=ZLTff; p}= | eP'tx dt. 
0 
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En posant pt —=y, on obtient 


O0 


PO) = | er dy = D (@ +1), 


0 


où ['(f) est la fonction gamma. 
En particulier, si — n est un nombre naturel, alors L (n + 1) — 


— nl et 
| 
p(p)=ZLfi"; pl] = mr 


987. Trouver l’image de la fonction f ({) = t ch at-cos bt à 
l’aide du théorème de la translation et du théorème de la dérivation 
de l’image. 

En utilisant le théorème de l'intégration de l’image, trouver les 
images des fonctions suivantes: 


988. TO 


SOLUTION. 
k 


: — -aXx ç1 == 
sin Æxz — e°* sin kx — PEAU TE 


k 
p?+k2? 
OO 
eax sin kx | k dq _ 
 J (g+a) + 
D 


— Arctg +2 = = À — Arctg ÈS — Arctg—*—. 
p 


p+a 


T 


COS ax — COS bx 
989. f(x) — ee 

Trouver les solutions particulières des équations différentielles 
ci-dessous satisfaisant aux conditions initiales indiquées: 

990. y’ + ay = b, y (0) = 0. 

991. y + ay — f (x), y (0) — À. 

SOLUTION. Introduisons la fonction z (x) — y (x) — À qui véri- 
fie l'équation 

z' + a(z + À) = f (x) 

et qui satisfait à la condition initiale z (0) = 0. 

La solution de cette équation sera trouvée à l’aide de la formule 
de Duhamel. 

On résout d’abord l’équation 


z, + az, = 1, z, (0) = 0. 
Soit z.(p) l’image de la solution z, (x). Alors. 


: = OR = 1r1 1 1 _ 
Pz(p)- az (p)}=—7, a(p=rls- |, 2, (2) == (1 —e x). 
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Par ailleurs, 


1 
x 


z(p)= pa) F(p—< 4 |, 


où F (p) est l’image de la fonction f (x). 
D'après la formule de Duhamel, on a 


2(p= PA (p) | F(p)—< A | = 1f (2) — 24] 2, (0) + 


[f(r)—aAje-sts-0 dr. 


0" 


+ 1 (r)— a] 2 (x) dr 
0 


Di R 


X 
z (x) — Î f(r)e-c-0) dr — Aë% (62% 4) 
0 
et 


X 


y (x) — tie e-atf(x—T) dr. 


992. ‘y” + 2y' + 2y = 0, yO)=4 , y" (0) — 
INDICATION. L'’équation auxiliaire est de la forme 


(p®+2p+2) y (p) =(4+B) p°+24, 
= pemer tort 
993. Trouver la solution générale de l'équation 
y" — dy" + 2y = (4x? + 4x — 10) ex. 
SOLUTION. Formons l'équation opératorielle 
p°y (p)— p?y (0) — py" (0) — y” (0) — 3py (p) + 8y (0) + 2y () — 
4 10 


1 
OO (p+1$  p+1}  p+1° 
D'où l'on tire 
p?y (0) + py" (0) + y” (0) — 3y (0) Fe 2—16p—10p° 
(p—1)? (p+2) (p— 1)? (p+2) (p +1} * 
Etant donné qu'il n’y a pas de conditions initiales, y (0), y’ (0), 


y” (0) sont des nombres arbitraires. En décomposant le second mem- 
bre de la dernière égalité en fractions simples, on obtient 


y (p)= 


1 


AN QE le Co dd ei do 
PP pr oo ip vit: 


160 ANNEXE 


Dans le tableau des images, on trouve 
y (x) = ce +oxe* + ce + (x + x — 1) er, 
994. Trouver la solution générale de l’équation 
y®) + y" = cos x. 
995. Montrer que la somme de la série 


s= D (1) or) 


est égale à 


sc or f JO, 


où f(x) = (p). 
SOLUTION. 


00 


= D ("pt D (17 | e-rf (a) de = 
n=m n=m 0 


OO O0 


= Ÿ eo D Gare de eo EME a 
0 


0 n=m 


Trouver les sommes des séries suivantes: 


s 1 
NS 2 RS 


SOLUTION. Faisons appel à la solution du n° 995. Dans notre 
Cas, Mm — 4, 10) = ET =. Il s'ensuit que Î (x) = 
— 1—e"*, D'après les formules du n° 995, on obtient 


997. S— > _ | S, 2 Y Se 
‘Â 1 

998. S — D _ S, _ >. PT 
1 1 
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Résoudre les systèmes d'équations suivants: 


999, y’ — 3z—y 
RP Re RS | y (0) —z (0) = 0. 


1000. y'—2y — 4z — cos x 
2 —y+ 22 met | y (0) =3 (0) 0. 
1001. y'—2z—1 
z'=t—2y | y(0)=1, 2(0) =+t (0) — 
L'—2y —2 
ee he |, y (0)—z(0)—=0, y’(0) 


0. 


— 


1, 
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z' (0) —0. 


RÉPONSES 
CHAPITRE PREMIER 


8. a — 0,(1) = 1/9. 9. a + b — 0,(25) — 25/99. 10. A + B = [2, 6[, 
c) x << —3/2; dd0<z< 1/2; e) x < —3/2, x > 1/4. 12, a > —a si a > 0: 
—a > asia <0. 18. a) b > 0; b) b L 0; c) b L 0; d) b > 0. 14. a) 1; b) 1; 
c) V/2/2. 16. 0. 147. 0. 18. 1/2 (cf. n9 1). 19. 1/3 (cf. n° 2). 22. Elle ne tend pas 
vers l'infini, car c’est simplement une suite non bornée. 27. 9/8; 1/6. 28. 2; 
—30. 29. O, 1, 1, 1; —1/6, 4/3, 1/3, 1. 30. —1, 0, 1. 32. INDICATION. Utiliser 


9. Fr e Ld 4 { ” es Eu e ————s 
l'inégalité FC MONTE D De (x Z 2). Ai he ] CO, oo | ; E: —= 10, 1]. 
3— VIT 3+17y17 v17 


36.1, — TS, —f(a) 2AA-Ha?), (148) /(1— 2) 


42. 0, 25: 2,0. 43. f (x)— F  .. (fig. 43): 
0, O0Lrz< A, 
= SiNnz, n<rz< 3n/2, (fig. 44). 
— À, x > 3n/2 


44, a) 13 b) 2/3; c) 1/2; d) 3; e) 4/3; f) 0; g) —1/16; h) 1/144; i) 1/ V 2a; 
j) 0. 45. a) 3; b) 2; c) 4. 46. co. 47. a) e4; b) eÿ; c) 1. 48. a) 4; b) abn a. 
49, La fonction est partout continue (fig. 45). 50. Si À — 2, la fonction f (x) 
artout continue. Si À = 2, alors x —1 est un point de discontinuité arti- 


est 

ficiel (fig. 46). 51. x — —1, x — 3 sont des points de discontinuité de première 
espèce (fig. 47). 52. x — —1 est un point de discontinuité artificiel (fig. 48). 
53. x — —1 est un point de discontinuité de deuxième espèce. 54. le 


(k — 0, +1, ...) sont des points de discontinuité de première espèce (fig. 49). 
55. x — 1 est un point de discontinuité de première espèce (fig. 50). 56. x — 
est un point de discontinuité de première espèce si a =£ 1 (fig. 51). 57. Ô < e/8. 
58. 0 < ne 59. U — dy)l(cy — a). 60. 3x. 61. x. 62. f” — 3x? — 2, f'(0) — 
= —2, f" (2) = 10. 


NA AN. on — 
68.) Ares (2> ): f" (0) =0, 


2 
Port. 6 EE Gel 0 
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Fig. 43 Fig. 44 


Fig. 47 
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65. a) + Gene UE {> 0); 
D ae Gel 05 à Er: 
9 a (el < lal): 
np IH VEHAVEVER VE 0; 

8 VzV2+ Va 2+Va+Vz 
Dogs + G>0); Oh (ex km, k=U, +1, 2); 
i) PERTE j TE (2 + entier ) : 


1 
18 — -2 | 
k) —2 * (cos +) . 1) exe (1e) : 


x x? 
m) @ax0"-1+aza-lax" Ina; n) e (x 0); 
0) A O< |z| <1). 
66. a (z £ PES mn, k—=0, +1, ….) . 67. — 2x exp (— x?). 


68. a) 2rcosx?; b) sin2x; c) 21rf cos r’sin?x7; d) —cos x-sin (sin x); 
e) —2rsinz?; f) —4zx8 sin 2rt. 69. a) 1/Va?—7? (0) b) a/(a?+x?); 


C) 1/V a+ xt; d) Sgn cos x, x = 


x, k est un entier; e) —41/Va?—x? 


. 


- (O0 <r—2kn < 7x, k est un entier). 
sin æ 


(a 0); f) (3244) e* +. 70, 


x : 6 2,2 . a ae 
71. Ever LS b) T Inèz (zx 5Æ 0); D mem (ze); 


1 
3 PS EEE TT — À); 1 x —9% 
< ñ/2, k est un entier); g) — me one . à) Va 
’ , x? ) tre 2(+7) 


Ô 
GO: Dax CA DE (lé): D 


sin 2x 
siné z+cosf z 


Eu 2 
(227 Le k est un entier) ; n) Tir Actes; 


m) 


 _—— 
2(4+2) * 


0) 
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—1, —2<x<Ai, 
72, j’ a 2—3, 1<r<2, (fig. 52). 
1, 2<z<4 


4, zæz<O0, 
73. f’ a 1 (fig. 53). 
1 7 


74 © hi fut . 15. 2thzx. 76. a) 2xch(x2+1); b) 18x° sh? rf ch'rf 


y Oz) : 
77. (2r+1)sh2(æ?+x+1). 78 a) 2thz/chzx; b)  2r/ch? 2. 


Fig. 53 


1 =. o Vr+Virs 
79. a) zch(+Elna) + b)4/V 1x; c)  Vau+e d) coth x (> 0); 
e) Zshinz (x> 0); f) HR thx, 9) (shz)"* [sh x In sh x + ch x coth x]: 


h) Das) cher ï) 2chz/sh?x (x 0). 80. df(x)—(2z+1) Az; df(1) = 
—3Az; Af(l)=3Az+(Ax); pour Az—0,1, df(1)—0,3, Af(1)=0,31. 


(la < 1). 


81. eX(1+z)dx. 82. chzdr. 83. —zxshzx dr. 84 — 


2 
85. à) (—2+ar)e "5; D) LOT) | 87. 4207 dut. 88. ex PE 


RATE 
++ + |. 80. y es SU v (#2 1). 90. y — —cotgt 
2% : <= à (1—5) ' 
y" = —1/(2 sinÿ ti) (tt Æ kan, k . un entier). 91. y’—t, y"—1/f" (t). 92. y’ — 
sn? " — — (t = 2kn, k est un entier). 93. a) y +11rz—18—0; 


T—cost' Ÿ sin (#/2) _ 
1iy—z+46=0; b) il n'y a pas de tangente commune. 94. ®— Arctg 2 V2. 
_ a à 
95. p=n/4. 96. x/6. 98. a) c—1/V3: b) ne EURE VB,C:; 
c) c—1/V3, VA, B, C. 100. a) La fonction est strictement croissante 
sur ]|— oc, 1/21, étant strictement décroissante sur | 1/2, oo [; b) La fonction 
est strictement croissante sur ]J—co, 1[, étant strictement décroissante sur 
[1, of. 103. a/b. 104. 2. 105. 1. 106. 4. 4107. 1/4. 108. 1. 109, a) e-1/6; 


b) "3 c) a/b:; d) 3: e) —1/3; f) 2; g) 4/3; h) O3 i) e-13 j) 13 k) 1: 1) et; 
m) at(—1+Ilna); n) 1/n; o) >; p) n/m; q) 1/2; r) 2/n; s) 1/2. 
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111. gant 260 (20) 112. j Ce) = 14228 — À 48 + 0 (x). 


INDICATION. Utilisez le développement d’après la formule de Taylor pour 
2 3 
la fonction e*. 113. In cos x — 5 +0 (x). 114. sin (sin D) = 2 — + 


+o (xt). 115. —1/12. 116. O. 117. —1/6. 118. —1/2. 119. a) 2,718281 ; 
b) 0,017453:; c) 2,236. INDICATION. Mettre le nombre ÿ5 sous la forme 


V5=2 V” 1++ et appliquer la formule de Taylor pour le développement 


de la fonction (1+zx)" pour z—1/4, m—1/2; d) In 2—0,69315, In 3 — 1,09861. 
120. a) Pour z— —1/2, on a un maximum, y (—1/2)—9/4; b) pour x=—0, on 
a un minimum, y (0)—0; c) pour z—0, on a un minimum, y(0)—0; pour 


x = + 1, on a un maximum, y(+1)=1; d) four = —1, on a un maximum, 
y(—1)— —2; pour x—1Â, on a un minimum, y(1)—2; e) pour æ—3n/4, 
on à un maximum, 7 Ga = V2 esta, pour z— Te. on à un minimum, 
y (=)=_ 12 eTt/4. f) pour æz—0, on a un maximum, y(0)—1/4; 
g) pour x—1/2, on a un maximum, y(1/2)—1/4; pour x——1/2, on a un 
minimum, y(—1/2)— —1/4; h) pour z—1, on a un maximum, y(1)=0; 
pour z—3, on a un minimum, y(3)— —4; i) pour z—#kn (k—0, +1, ...), 


en a un maximum, y(kn)—(—1)} +=; pour c++ Dr (k—0, H1,..:.), 


on a un minimum, y (+ on) = 2; j) pour B= + 2x (k=0, 
+1, ...), On à un maximum, y (Eater) VS, pour g= + 2kn 


3 V3 
= 4 
121. a)32 : 1. b) 10,1: 2. 122. 4—7 V 2/8. INDICATION. Effectuer l'étude 


124921, 123 a) 2; 0: 
V2 
b) ( + y 2)/2 > 1; 0. 124. a) x — 1 est un point d'’inflexion; sur ]—, 
1f[, la convexité du graphe est orientée vers le bas ; sur ]1, œf, Î la convexité est 
orientée vers le haut; b) x — + 1/72 sont des points d’inflexion; sur 


1—41/V2, 1/21, la convexité du graphe est orientée vers le haut; sur les 
intervalles | x | > 1/2, la convexité que présente le graphe est orientée vers le 
bas (fig. 54). 125. a) L’asymptote inclinée y = ret l’asymptote verticale x = 0 
(fig. 55) ; b) l’asymptote horizontale y — 1 et l’asymptote verticale x = 0 pour 
z—> +0 (fig. 56); c) l’asymptote horizontale y = 0 ( cf. fig. 54); d) l’asymptote 
inclinée y = x pour r—+ co; l’asymptote horizontale y — 0 pour x + —o 


(k=0, T1, ), on a un minimum, y (—< +2) = — 


des extrémums de la fonction y— 


(fig. 57). 126. a) x =: —1/3 est un minimum, y (—1/3) = — y 10; x — —1, 
z — 1/2 sont des points d’inflexion; y — —1 est une asymptote horizontale 
pour z — —0oo, alors que y = 1 l’est pour x — oo (fig. 58); b) x — 0 est 
un minimum; z — —1À est une asymptote verticale ; y — 0 est une asymptote 
horizontale pour x —> —c ; le graphe présente une convexité orientée vers le 
haut sur ] —c, —11[, tandis que sur | —1,  [ sa convexité est orientée vers 


le bas (fig. 59). 127. a) Voir fig. 60, T, (t > 1), To (—1 Li <1), Ps (t << —1); 
b) voir fig. 61, [,. (1 0), l' (t << 0). 128. a) Les côtés du rectangle sont 
ay2et bY2:; b) = a/6;c) PB = 12 km; d) a = dd V3, h=dy2/ V3. 
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129. Le rectangle cherché est un carré de côté 2. 130. lav + ub| sin 6 


L u? + v2— uv cos 0 
INDICATION. Conformément au théorème des cosinus, la distance qui sépare 
les bateaux (cf. fig. 7) à n'importe quel moment t est ‘donnée par la formule 


rt) = (a + ut)? + (b + vi)? — 2 (a + ut) (b + vi) cos 0 


Fig. 60 Fig. 61 


Prendre le moment où les bateaux se trouvaient”aux distances a et b de leur 
point de rencontre comme { = 0. Ensuite, effectuer l’étude de l’extrémum de la 


x \3/2. — ax? + b2x?)*/? 


fonction r? (t). 131. a) p (14€ D) (a p €) 2 y. 
132. E= a(t — 3sint), n — 3a (1 — cost). j 
CHAPITRE 2 
Pour simplifier l'écriture, les réponses contiennent pas la constante C 
133. 2 3 — 125284 302 — ++ 134. irtse 


135. æ— Arctgz. 136. x—cosr—+sinz. 137. pere 138. —2+tgr. 


1+2x 


RÉPONSES 169 


139. æx—thz. 140. zx—cothz. 141.  Arcsin z+ln | z+ y1+x? |. 


Arctg / +: b) g— dat a Lot; 


1 
se — 100 
122. (22 —3)100. 143. a) 


Le 
c) aln rt d) Ses Va +; e) —z+3n|z|+ 
+ : 5 À) À Vru+6): g) In (1+at); h) —x+— LE , 


1) z+21n|— k)achz—+bsh x; D >  (2z— 9)" ; 


— À) +2 LES ; 
7e PET V2+3r2); o) Er 


3 
m) eg Aresin (= :V/à) 
V3 
XInfzV3+V3:2—2|; bp) ER 144. —V1—zt. 


145. In(2+ex). 146. tgz—cotgz. 147. CE Cr | 


148. In | cosx |. 149. 2 Arctg Vz. 150. — Se (2—5zx)°/?. 
151. à 2 . INDICATION. Diviser le numérateur et 
2 (in 3— In 2) 3*X + 2% 


le dénominateur par 2*3* et poser t—(3/2)*. 152. a) 3 © Var —2 2+In |x+ 


—1 A |: 
nu ’ V5 rt+ V2 : 


e) Arctg e*: f) z—In (1+ Ve +4); g) + In; h)Iin|sinxz |; i)In|th(x/2)|; 


+Vz—2]; b) =(1+2)8; c) 


| 


: 1 2e _æ 1 e LAN | 
j) 2Arctge*; k) 5 (Arctg x)? ; 1) 5 TZ Sh2r; m) > TZ sh2r; 


n) —2coth2r; 0) RE 48) ; p) 2e +2) (ar —3) ; q) z— 
— ]n (1+e*). 153.  Arcig 2 In (4 + 2x2). 154, —(x+-1)e-%. 155. zchz—sh x. 
156. —zxzcosr+sinz. 157. Vi—z2?+zxArcsinz. 158 zrsinz+costr. 
159. — Vz+(1—+zx) Arctg V x. 160. a) + sin 2x — —: cos 2z; b) ++ 
KE nes Arctgz; C) 7 ex (etat); d) Lee; 
e) æx(—1+lnz); f) Er 5 +ns) 5  &) (5+4) sh 3x — 


2 
(+ — ++) ch8: h) æ?chxz—2rshz+2chz; i) mie à g 


mi 
22 4002 14&—2R 


— cos x In tgz. 


614. a) In]z—2|<+In|x+5]; b) 373 
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162. a) Arctg (x—1); b) 1/(1— x); c) In | x?—2r+2 |. 163. a) zin |z+1i|— 


Zi | x? +4 hi dou b) _ in [æ+2|—In(r2+1) +14 Arctg x + 


Seat) ee 1 (x +2)4 . 
+ Er J- 164 a) 5% 5 ++! el 20 G+DEF | 
x? L xs 3x? 5x6 A1zx 24zx4 43x 85x° 


ù 8 7 TR + 
+ Arctg Eu de LL LL aME g) ee de Ven vs, 
Arte Fe 165. 2 /z—2m(1+ V7). 166. à) st 
hla(+# 2); DT Des EE PE TL EE 
c) re d) RE er 


_ [z+2 Vr—Vz(t+z)-In(Vr+y1+z)l. INDICATION. Multiplier 
le numérateur et le dénominateur par l'expression WiÎ+æz—1— Vz; 
f) n VA 

b—a T— 4 

167. : Pre es 

168. LV 2 Ze+2+ 5 Inle—i+ VaZ il. 


sin 2x  sin4r. 
4 ‘3 

sinÿz 1 W 

470, a) sinz— SE; à) Fhlte (++) 


171. Tin 


169. a) + b) Lin | tg d|s 


2tg + —1|. 172. a) _ Arctg (+ tg :) : b) tg (x/2); 
c) —cotg(x/2); d) —tg (5) * €) _ In [sh (2 — 1) ch (2r +i)] 
(:>+) : 174. a) Etant donné que 2r/n<<sinxz<zx[0, x/2], on a 


m2 2 2 
SIN ZT TI << \ zx dx ; 


ex dx > \ (4<+-x) dx. 175. a) n/6; b) 1; 
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ch 1; d)In V2: e)x/3; f)1: gi: }) — ++ in 4. 176. x/(2ab) 


(cf. no 172). 177. n(cf. n° 156). 178. + In + (ef. n0 154). 179. f' (1)— 


—f(4)+f (0). 181. a) sinx?; b) — Vi+at:; c) 0. 183. 2. 184. 4,5. 
185. 2bh/3. 186. sab. 187. 3na2/2. 188. (e2+1)/4 189. 6a. 190. 8a. 
191. En prenant 0 en qualité de paramètre, on a x—p cos 0 —f (0) cos 0, 
y =p sin 6—#f (6) sin 6, 


[TT = 


QD 


| VA (6)+ (77 (6))? 46. 


192. 3na/2. Cf. n° 191 ; une des deux moitiés de la courbe est décrite lorsque 
varie de 0 à 3x/2. 193. 8a. La moitié supérieure de la cardioïde est décrite lors- 


_ [r?-brètrin];c) n?/2; d) npaî. 


195. a) 8x (x) a; b) 823 0) (10 — 4]; d) À ne. 196. a) Par la 


méthode des rectangles, on obtient l'intégrale cherchée 


que œ varie de O à x. 194. a) _ xr?h; b) 


où 


k 
pu RTE me (E20, 4, .., 8 


En substituant les valeurs de Ex, on a 


15 
{ 
fes ARE) > 0,6927 
k=8 
Le reste 
1 2 1 
Re gr = gr <0,0027. 


Par la méthode des trapèzes, on trouve 
1 
1 2 ef (0) +2 (es) + +2f (ar) 4 (8) & 0,6941, 


l'erreur étant la même que celle donnée par la méthode des rectangles. 
Par la méthode de Simpson, on trouve 


= x Ÿ (co) + 4f (21) +-2f (co) + 4f (me) +. + 4f (x) +1 (x) } & 0,69315, 


le reste de la formule d’intégration étant 


R,< < 5105 & 1074. 


ee 
42 .2880 
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Ainsi, la méthode de Simpson nous permet d’obtenir la valeur de l’inté- 
grale à trois premières décimales exactes. La valeur exacte de l'intégrale sera 


1 
1= | dE 1h90 693147 … 
0 


1+z 


b) Par la méthode des rectangles, on obtient 7 Æ 0,8358, tandis que la 
méthode des trapèzes donne Z Æ 0,8352, le reste étant Re < 0,004. La méthode 


de Simpson donne le reste R, < < 10-5. Ainsi, en calculant la valeur 


2880. 61 
de à ne la formule de Simpson, on obtient quatre décimales exactes: 7/= 
Æ 0,83565. 


197. La (x) = — 5 (x —3) x?. 198. a) x/4; b) = ,0<ju <1i,o,a>li; 
€) x/2; d) co. 199. Toutes les intégrales convergent. 200. a) 1; b) TA 


C) _ (e® + 1). 201. a) L'intégrale converge pour p>0, a 0; si a = 0, 


elle converge pour p > 1; b) l'intégrale converge si p ou q sont supérieurs à zéro ; 
<) l'intégrale converge pour m > —1, n —!m > 1. 


CHAPITRE 3 


202. 2. 203. —2. 204. 1. 205. 1. 206. cos (a + B). 207. 4ab. 208. 1. 
209. 4. 210. O0. 211. a) impaire; b) paire ; c) paire; d) impaire. 212. Au = 
= bc — 1°, Ayo = 2° — cx, Ag = 2°? — bx, Aoy = 2? — cr, Ao9 = ac — x°, 
À os = 4? — ax, À 31 = gx? — bzx, À 92 = 1? — ax, À 33 — ab—x? ; À = 1411 + 
+ G194 19 + dis 13 = 228 — x? (a + b + c) + abc. 

213. à) O0; b) —4, 214. à) 72; b) (ce — a) (b — a) (ce — b). 

215. AA: A, — 

lignes par colonnes: 


lignes par lignes : 


colonnes par lignes : 


colonnes par colonnes ! 
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19 6 1 —18 
216, a) c=( oi b) c=( ; 
212 
217. rang A—2, «(2 s2) ï 
111 
218. zy — —7, Ta = D. 219. x] — 3/2, za — —1/2. 220. x — 3/2, y — 


— —47/2. 221. Le système n’a pas de solutions. 222, x — —84, y — —_93/2, 
z —"31/2. 223. Le système admet une infinité de solutions: 


4 5 0 4 —7 5 —1 
5 —2 3 13 5—2 3 

(1: 8 11 | 02-14 10 —2 |” 

5148 4 5 12 0 3 —21 145 —3 

O0 4 —7 5 —1 
alt SES (° 1 7 _) Ve ee 
710 0 0 o o 1 3 5—2 2 1 0 26 —17 6 

0 0 0 0 o, 
D'où 


zx = 6 — 263 + 174, y — —A1 + 7z — 5t, 
où z, t sont des nombres réels quelconques. 
224. rang À —3; rang B = 3.225. a) 5/V2;b)z= V2,y=1,2— —1; 
c) 1/2. 226. 8, V6; y11; 2. 227. a) 5/21; 
b) V2: c) 1/2: 

228. Ce n’est pas possible, car, dans le cas 
examiné, cos? a + cos? f + cos? y > cos? à + 
+ cos’ B = 5/45 1, ce qui est inconcevable. 
229, z=y—2z— V3. 230. |a—bl|— 22. 
INDICATION. [a +b|=— Lier b +2 (0) 
231, | a + b | = 20. 2. o—= n/4. sh — 
— Ce do = “fa 284. x —2/5, a 
235, (1, —2). INDICATION. Ce problème équivaut 
à la division d'un segment AB en deux parties 
égales. 236. x 1/2, y — —5/4. 237. Soient 
Mi = (21 2%), Ma = (21, z9) (fig. 62) les points 
de division. Détérminone ee nombres u et À 
(cf. [1], chapitre 10, $ 7) pour le point W,: 


IM:14] 1 à — IM1B| _ 2 


#37 |4ABI 3° 


Z1—=1-À +4u se ++ 2, 
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D'une façon analogue, on trouve 
= 3 Za= 41/3 (u= 2/3, = 1/3), 
| M, = (8, 1/3). 
238. Les points M, et M, ne se situent pas sur la droite donnée, alors 
que M, se trouve sur cette droite. 239. y=— at À. Le point M:— 


—(2, 3) se trouve sur la droite, donc y—3— À (x—2). Si, en qualité de 
point situé sur la droite, on prend, par exemple, M,—1(0, 13/3), l'équation 
s’écrira : D 240. à) —x—2y+4—0; b) —2r+y+3—0. 


— 2x 5y 4 z 

241. 27 —3 =—=(), 8z + 2y —0. 242, a — © — "© ——— —0; b) —— 

: Le. 7x Va va æ 

y | x y 3 
+ —— — —— = 0 ; C) —— + ——— —0. 243 à) d— 
V5 V5 V5 
[—2.1—8.2—1] 49 

V2? +4 2 


V/68 V68 
|1.4+1.21 3 
NT TEl 0 9 944, (æ—1)—2 (y—2)L3 (243) —0. 245, —4r — 
V5 V5 {@—1)—2 (y —2) +3 (2+ 
—_y+22+8—0. 246. a) À (x—1)+8B (y—1)—2 (A +2B) (2—1)—0, où 4, B 
sont des nombres arbitraires non égaux à zéro simultanément; b) 2 (x — D + 
+4 (y — 1)+ (2 — 1) = 0. 247. a), b), c) définissent des plans parallèles. 
Dans le cas mentionné en c), on a des plans confondus. Pour le cas d), les plans 


RARES VS. je 52 


à 2 3 6 ... 4 1 
ne sont pas parallèles. 248. a) TE UT E — 4 = 0; b) T7 y + 
8 14 1 5 . _ 
Toérg 249, à) De et OL es b) d— 


+ 12.4 + 4.2 — 2.4 —1 =. 250. cos o—59/63. 251. 22 y?-L 2 — 
—144/29. 3SNDICATION. Le rayon de la sphère représente la distance de l’origine 
des coordonnées au plan donné (d — 12/ y 29). 252. Hu RENE S = 1, 


253. —7 (x—2)+(y+1) +5 (2—1) =0. INDICATION. En partant des conditions 
d’orthogonalité des plans, trouver les rapports 4/C, B/C, où 4, B, C sont les 
coefficients du plan cherché. 254. a) a —1n/3, B—n/4, y—:x/3; b) a —1x/6, 
a y—0. 255. a) 5/3; b) 3/14. INDICATION. Choisir un point situé sur 
‘un des plans donnés et trouver sa distance à l’autre plan. 256. (2, —1, 0); 
(4/3, 0, —1/3); (0, 2, —1). 257. a) A1Da = AoD33 D) A1 = Di = 0, 4,9 — 


= Dym0. 258, I HT . 259 x=1+2%, y= -—1++, 
= -- 5t. fu VE -#.. t'._y+i _ z—1 
1345. 260. a) À ST _. 


INDICATION. Pour le cas a), résoudre le système par rapport à x et à y; pour 
1.4—114+V2V2 1 
2-2 


® — _. . 262. 1—3. INDICATION. Mettre les équations des droites sous forme 


le cas b), par rapport à zet à y. 261. cos @ — 
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paramétrique. En supposant que les droites se coupent en un certain point, on 
obtient le système 


2to— lt —=5, 
3totäti= —1, 
4to —2t1 —6, 
z—1_y+i _z—0 


qui nous donne les valeurs de !, t,, t1. 263. 


| D à INDICATION. 
Le vecteur (2, —4, 1) et le vecteur a = (a, 42, a3) situé sur la droite sont 
colinéaires. 264. a) Les vecteurs a et b sont orientés en sens inverse par rapport 
au système de coordonnées; b) l'orientation des vecteurs «& et b coïncide avec 
celle du système de coordonnées (le déterminant formé des coordonnées des 


vecteurs = 4 > 0). 265. | a X b | — 21. 266. Les vecteurs considérés 


sont colinéaires (a X b — 0). 267. Les vecteurs a et b doivent être colinéaires. 
laxb) _5y17 12 
lal-1b] 21 3 4 
sont coplanaires: b) Non. 273. a) Les vecteurs considérés sont linéaire- 
ment dépendants (cf. n° 224, matrice B) ; b) les vecteurs sont linéairement indé- 


pendants, alors que le rang de la matrice constituée des coordonnées des vec- 
teurs est égal à trois. 275. À — 15. 


276. a) 48°"), 84% 7%); 48=("°),B4a—(°°); 


269. sin o— . 270. S — — 2. 271. a) Les vecteurs 


70 31 —24 3 7 3 4 
43 10 
c) AB—1 49 11 |; le produit BA est privé de sens. 
37 9 
12 4 3 4n 
7. (in (50 (C5 w>s. 
77, a) 01 ) oi c) 04 (n > 3) 
4 /2a 2b a b 
a) 2 (ap 354207? 0 a 
279. a) s- 3 1 |; b) A-1=| —38 41 —34]; 
2 2 27 —29 24 
] 3 —2 
c) ai= | eo . Sas. 281. x= | à 
—sinœ COS 5 —4 
LH OO! 
Er D 2. 2 
: { À 1 
1 — N —1 — er En PE NS EE : 
282. 1) À SE MIEE 5 g 5 
ou nn C 
2 2 2 
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283. a) l'opérateur À est linéaire, sa matrice étant de la forme 


0 1 1 
A=|2 01 
3 —1 1 


INDICATION, Les colonnes de À comportent les coordonnées des images des 
vecteurs de base. Par exemple, pour el — (1, 0, 0), 4e-1 = (0, 2, 3); b) l’opé- 
rateur À n'est pas linéaire: 


A (2 + y) = (mi + y 2 yes +1 28 + vs + 1) Æ 
Æ£ AZ + Ay = (x À Yu Te À Ye + 2, T3 + Ys + 2): 


2 —11 6 —6 11 5 
284. BA-1—T]1 —7 4 285. BAT = —12 13 10 1. 
2 —1 0 6 —5  —5 
4 0 2 1: 
2 83 5 1 
286. a) a 1 0 2 
1 LL 2 3 


NDICATION. Pour l’ancienne base, Aël—ül + 33? + 213 + 54, ce qui peut 
s'écrire Aët — il + 233 + 852 + 54, Pour cette raison, la première colonne de la 
nouvelle matrice sera constituée des éléments: 1, 2, 3, 1. Ensuite, transformer 
de la même façon Ai, Ai?, Ait. 


— à 0 1 0 


{ 3 4 7 


INDICATION. En transformant A il pour arriver à la forme requise, on 
aboutit à la solution du système 
Ai it + 3 + 28 + 4 — 
= oi + Bi + oi) + y il + 2 + is) + Ô (lt + E° + à + tjs 
Ensuite, on transforme d’une façon analogue A (ét + 5°), A (il + 5? + à), 


A (ii + it + 5 + à). | 


—5 —10 
287. : À + INDICATION. On a al il + 252, a = —ù + i?, 
bi — il — 252, b? — Bit — ;?, où (il, &?) est la base d’espace initiale. On expri- 
me a!et a? par b!, b?: al— ar pri b?, a? — —— b! —— b?. On trouve 


ensuite Ab!, Ab? exprimées par b1, b2. | 

Ce problème peut être résolu sous forme matricielle. Soit a = (at, a?), 
b = (b1, b?), T étant la matrice de passage de la base b à la base a. De plus, 
les colonnes de T comportent les coordonnées des vecteurs at, a? de base b?, b° 
On peut alors écrire sous forme matricielle 


a = DT, (4) 
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où, pour le cas considéré, 


a 
_ 5. 
L À 


A e 
5 5 


Supposons maintenant que la transformation linéaire œ est définie par la matri- 
ce À de base a et par la matrice B de base b: 


pP(a)= 44, (6) = bB, (2) 


où, dans les colonnes des matrices À et B, on trouve les coordonnées des images 
des vecteurs de base utilisant la base correspondante, q (a) = (p (al),  (a?)), 
@ (b) = (p (1), p (b?)). IL est manifeste que 


p (a) = (6) T. (3) 
Des relations (2) et (1) on tire 
p(b)T=0bBT et (a) = bTA, 


d’où, en vertu de (3), on a bBT = bTA, 
De, cette façon, BT — TA, 


B = TAT-, (4) 


LE maintenant la matrice B d’après la formule (4). Il est aisé de 
calculer 


_—— T1 4% 
3 3 3 3 5 —10 
. AT-1 — B=TAT = | )- 
Car] 13 19 1 3 
) 5) 3 5) 
as 
15 45 
= 1 
288. B=TAT- _æ 
15 15 


289. a) Les vecteurs sont orthogonaux; b), c) les vecteurs ne sont pas ortho- 
gONAUX. 


290. Les vecteurs e!, e?, e$ constituent une base orthogonale de R3, car 
le rang de la matrice formée par les coordonnées de ces vecteurs est égal à trois 
(c'est-à-dire e!, e?, e* sont linéairement indépendants) et les vecteurs sont 


: 1 1 
deux à deux orthogonaux ; æ——— 61 mm 03, 


14 14 
1 1 1 1 1 1 1 1 
mss(r re rs) te( ss 2). 


292. a) La base est orientée en sens opposé par rapport à la base fondamen- 
tale; b) la base a la même orientation que ül, &?, & (A = 1}, 


293. T1 = V3 < V3 


1 
5 mia, LES z£ + 5 zi, Ce qui montre que le 


passage de (x/, x2) à (x1. za) est réalisé au moyen des lignes de la matrice A*. 
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294. Dans la nouvelle base, le passage des coordonnées (r;, x.) aux coordon- 
nées (x;, x) est effectué à l’aide des lignes de la matrice (4 *)-1, alors que pour 
le passage des coordonnées (x{, x;) aux coordonnées (x, x), on utilise les 
lignes de la matrice A*. On a 


a (5 4) ae(T 1) 


donc, 
{ tz1=2{+2xe, { xz1—= —Z1+ 2To, 


La z{ +, XL = T1 — T9. 

295. a) Non; b) non; c) oui; d) non; e} non; f) non, si la droite ne passe 
pas par l’origine des coordonnées; g) oui; h) oui. 

296. Le plan tout entier; les vecteurs situés sur toute droite passant par 
l’origine des coordonnées; l’origine des coordonnées. 


297. L'ensemble des vecteurs situés sur la droite = (k Z 0); 


298. a) La mesure est égale à trois (la matrice composée des coordonnées 
des vecteurs est de rang trois). La base est constituée, par exemple, des vecteurs 
al, a?, af, b) La mesure est égale à deux. La base est formée par n'importe 
quel couple de vecteurs du système. 

299. Le sous-espace ZL' est constitué des vecteurs 0 = (x1, ze, ts, x4) 
pour lesquels (v, a!) = (v, a?) — 0, ce qui veut dire que les coordonnées des 
vecteurs vw satisfont à la condition x, = 21, 271 + xe + xs = 0. Le vecteur 
Œ — (y1, Yo, Us, Ua) est orthogonal à tous les vecteurs v € L’', comme quoi ses 
coordonnées vérifient la relation 


(V1 + Va — 2y3) ta + (Va — Us) to = 0, Vans Too 


Il s'ensuit que yo = Y3, Y1 + Ya — 2ya = 0. Pour les nombres « et $, on obtient 

le système a + 26 = y1, B = ye, B — ya, —ù = y,. Ce système est soluble 

POUT Yi, Yo, Us» Ya indiqués, à savoir & = —y,, P = yo = ya (l'égalité à + 
2B = y, est vérifiée automatiquement). 


— 36 —37 —15 
301. [5 1e 302. se 0=| 230 30 u). 
2% 27 9 


303. a) À, — 2. INDICATION. Etudier l’extrémum de la forme quadratique 
u — x? + y? + 2xy sur le cercle unité x? + y? — 1: b) À, — 3. 

304. a) La forme est indéfinie quant à son signe, car À, = —3 << 0; b) la 
forme est indéfinie quant à son signe (A, = —1 < 0); c) la forme est stricte- 
ment positive (A =2>0, A4=1>0, A3= 2% O0). 


305. à) h=s [a11+020+ V'4aËe+(@ 11 —a52)?] = [H—14+ 4444] 5; 


4 - — 
ho = ri [ais +020 — V4 + (a11 — 022)?] = — V5 ; 


la forme est de type hyperbolique; b) PA AE) LA >0; 


la forme est de type elliptique; c) ÀA1=4>>0, Â2—0; la forme est de 


RÉPONSES 179 


type parabolique. 
306. a) L’équation caractéristique est de la forme 
— À 2 2 
2  3—À —1|—0, 
2 —1  3—X 
Les racines de l'équation sont À = Ào = 4, À3 = —2. La forme canonique: 
4 po 7e — 263 b) la forme canonique : ge? Si BSEZ + 062. 
7. a) L’ ation caractéristique 
G— À —2 2 
—2 5—À 0|=(6—A)(5—2X)(7—À)—4(5—X)—4(7—2À) —=0, 


2 Où TeÀ 
où 
(6 — À) (5 — À) (7 — À) — 8 (6 — À) = 0, 


admet comme racines A1 = 9, Aa = 6, À3 = 3. Le vecteur propre æl'est trouvé 
à partir du système 


— 24, —4to =0; 


— 3x1 — 279 + 2x3 —=0, | 
2X1 — 2Za —=0, 


* T5 r . 
d'OÙ z3 = Ti —27o = ti. Le vecteur gl — (a, —0 “) représente la solution 
du système. En normalisant ce vecteur, on obtient 


: 2 1 2 


3 ? oO. 


D'une façon analogue, on trouve 


1 2 2 2 9 { 
2 {1 2 2 32 2 1 
s 3? 3? T) ” (=; 3? ) 


La is canonique est 96$ + 665 + 3£3. La transformation orthogonale 
s'écri 


n=+h—ghtel nat Èetdie, 


b) 18É$-+ 18654985; 21 — 


To = 7 var Bi Ée + Es, net Éa + + br 


308. à) AC — B? = 9 > 0 est une courbe de type elliptique; 
3(—1*+3(y—2} = 12; EÉ=z—1, n = y—2;: 
36? + 3n° = {2 est un cercle de rayon 2; 


b) AC — B? = 6 >> 0 est une courbe de type elliptique; 3E2 + 2n? = 6 
est une ellipse de demi-axes a = 2, b — V3; 


12% 
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c) AC — B? = —2 < 0 est une courbe de type hyperbolique ; E2 — 2n° = 
— 2 est une hyperbole de demi-axes à = W2, b = 1; 

d) AC — B? = 9 > 0 est une courbe de type elliptique : 382 + 3n° = 0 
est le point (0, O); 

e) AC — B? = —2 < 0 est une courbe de type hyperbolique; Ë? — 2n? = 
= 0 est un couple de droites concourantes £ — V2n —0, £ + y21n =0: 

f) AC — B? — 0 est une courbe de type parabolique: ZE — 31° = 0 est 
une parabole admettant £ comme axe de symétrie ;. 


g) AC — B? = 6 > 0 est une courbe de type elliptique ; SE? L On? = —1 
est une ellipse imaginaire. 
ue a) AC — B? = —16 < 0 est une courbe de type hyperbolique; Àj = 
= 0, sr ; 


Del 0 0. Si er En 
V2” y2 V2? V2 re tm 


ges 9m — (tn). —13—0 
n 75 n) 73 (6+ n) 


est l’équation de la courbe dans le système (£, n). Cette équation peut s'écrire 


{ 2 3 2 
8 (4 2 (nt Vs 
V2 F3 | 
La translation 
1 3 
UE, v=n+—— 
12° TES 
met l'equation sous la forme 
vu? 


u2— — = {, 


4 , 
C’est une hyperbole (fig. 63) d’'axe réel u. La transformation générale des 
coordonnées est de la forme 


b) AC — B? = 576 > 0 est une courbe de type elliptique; 
A1= 32, À = 18, B<0; 
1 À | 1 1 
Ti | —— ———) L= | —— ———); 
V2 ? v2/? V2? v2 
rt 1) 
are = (+1); 
= 
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3282 + 18m VE Ent (E+ n)— 224 —0, 


32 (E+ y 2)?+ 18n2 — 288 ; 


2 _ 
ERP Le ; uæE+ V2 v=n; 


2 2 
+=! est une ellipse de demi-axes a—3, b—4 (fig. 64); 


ce) = 7 (u+v— V5). 


v2 


Fig. 63 Fig. 64 
c) AC — B?—0 est une courbe de type parabolique ; À1—25, À: 0, B<0; 


n-(8 4, s-(-4 à) 


UE — UE 3m); 
24e — À (58 — dm) — HO GE + 8m — 50 — 0, E— 2 = 2 (n + 8); u = 
=i— 2, v — n + 3; u? = 2v est une parabole qui admet v comme axe de 
symétrie (fig. 65): x — + Gu — 4v + 18), y — —< (Gu + 3v — 1). 

"810. AC — B? — O0 est une courbe de type parabolique; en résolvant les 
équations de la droite et de là courbe prises ensemble, on obtient l'équation 
22 (2 — k}? + 67 + 1 = 0. 

Le discriminant de cette équation est de la forme 
D—(2—H=(H+X(5—EA) (ke 2). 
a) Pour cette raison, pour 4 = —1, k — 5, la droite et la courbe présentent des 


points communs. Pour 4 — 2, la droite y — 2x et la courbe considérée auront 
également un point commun; b) —1 <k% <5, k2; k<—1, k>5. 
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11. —= 3, L—= 12 1/3, 
312, 2° + 2xy + y — x — 3y = 0 (c'est une parabole, AC — B? = O). 
313. à) (x +1) + y +2 +29; z+1=E, y+2=n, = 6; 
E + n? + €? — 9 est la surface d’une sphère de rayon 3; 
2 2 2 
b) LT +< — { est un ellipsoïde 


de demi-axes a—9, b= V2, c—2;: 
2 n° C2 
c) os + D 1 est un hyperbo- 
loïde à une nappe de demi-axes a—2, 
b— V2, c—2; 
d) Ë£2+2n?—2£ est un paraboloïde ellip- 
tique (pat q=1/2); 


e) DS n? — A —1 est un hyperbo- 


loïde à deux nappes de demi-axes a —2, 
b=l,6—=2; 


2 2 
Fig. 65 f) Er 4 est un cylindre ellip- 
tique (l'équation n’inclut pas la variable £). 
314. a) L’équation caractéristique est de la forme 
11—X 8 2 
6  5—X —10 |— —A3-+A1812+ 81X — 1458 — 
2 —10 2—X 
= À2 (18— À) +81 (À — 18) — (A2 — 81) (18— À) —0. 
Elle admet comme racines À = 18, À, — 9, Às — —9, Trouvons le vecteur 
propre en partant du système 
(11— À) 21 + 82 + 273 —0, 
Br +(5— À) ro — 10z3—=0, 
2T1 — 10x29 +(2— 1) r3==0, 
— rt; + 8xot 273 —0, 
81 — 1379 — 1073 —=0, 
2t1 — 1072 — 1673 —0. 
La matrice constituée des coefficients de ce système est de rang 2 (tous les 
trois nombres propres sont distincts). Cela nous permet de résoudre un système 


de deux équations (dans notre cas, on peut choisir n’importe quel couple d’équa- 
tions) : 


{ — Tri + te — —2t3, 

8t1— 1322 — 1OTa, T1——2Zg, La = = 2Tge 
Le vecteur 0 — (—2z3, —2zx3, x) représente la solution du système; en le 
normalisant, on obtient le vecteur propre 


ai — (2/3, 2/3, —1/3). 


D'une façon analogue, on trouve 
x? — (2/3, —1/3, 2/3), 8 — (—1/3, 2/3, 2/3). 
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La transformation linéaire orthogonale 
2 


n=thtie- te, me + ttŸE 


Lg — —— ++ E+ + 63 


faii passer la forme quadratique à la forme 
M6? + 265 + Asbs — 1867 + 965 — 96. 
L’équation de la surface par rapport à Ex, &+, Es va s'écrire 
18£î TT 96 = 98 + 26 + 262 + 263 + 1—= 0. 


La forme canonique de la surface Ce +, 


{ 
=; ——) sera 


—18u? — Qui + Qui = 17/18 


(c'est un hyperboloïde à deux nappes) ; 
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{ 
Uo — Es LTÉE Us — 


b) L'équation caractéristique s'écrit —À (À — 4) (À — 2) — 8 (4 — À) = 0 
ou (4 — À)? (à + 2) = 0 (on développe le déterminant suivant les . . 


la première colonne). Les valeurs propres sont A = À = 4, 
vecteurs propres sont 
- ] so = = — À 


er 7 7 7 
1 1 
Fe 7 ve) 


La transformation Es est 


ri = 


2 


RE] 


Ta =0-É1 — 


Ég — TE 63; 


me Gr + ' TE ——= 639 
= 7 E + DE Eo + —— 7 63: 


L'équation canonique de la surface est de la forme 
—2u$ — 2ui + uÿ = 1 


(c'est un hyperboloïde de révolution à deux nappes). 


2 2 — 
315. C'est l’ellipse F ++ — 1 de demi-axes a = 3, b — 3 dans le 


plan x = 2. Les coordonnées spatiales de ses sommets sont : 


(2, 3, 0), (2 —3, 0), (2, 0, V3), (2, 0, — V3). 
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2 2—9,, — 
317. a) Ë ee Z9 


C’est l’équation de la projection sur le plan Oyz qui se présente sous la forme 
d’un cercle; 


b) { x?— 2x2 +52? — 47 


C’est l'équation de la projection sur le plan Oxz qui se présente sous la forme 
d’une ellipse (4C — B 4 > 0); 


x? +4xy + 5y? —z—0, 
c) { g—=0. 


C'est l'équation de la projection sur le plan Oxy qui se présente également sous 
la forme d’une ellipse. 


2 
318. C'est la parabole (1 —+) = 5 (: + +) | 


__. 319. z — c. INDICATION. Considérer l'équation de la surface comme une 
équation implicite: 


zx? z°? 2 
F(z, y, Der tr — 7 —1—0. 


Alors l’équation du plan tangent au point (xs, Yo 29) prendra la forme 
ÔôF 0F 0F 
CA (z— 20) + (+) 0 (Y — Yo) + (SE), (2— 29) =0. 


321. a) x? + y? = 2z est un paraboloïde de révolution ou un paraboloïde 
elliptique; 


b) ir 


+5 1 est un ellipsoïde de révolution, 


322. FS … 4, —2), (6, —2, 2). INDICATION. Passer aux équations paramétrie 
ques de la droit te ; 

b) La droite et la surface ne présentent pas de points communs. 

324. 9X? — 16Y? — 1622 — IJ0X + 225 — 0. INDICATION. La symétrie 
implique que la directrice soit un cercle défini. ar l’intersection de la sphère 
et du plan x = «&. La valeur de « est donnée par l’abscisse du point de tangence 
de la droite qui passe par le point $ et qui est tangente au grand cercle x? + y? — 
— 9 dans le plan zxOz. 


CHAPITRE 4 


325. a) r° + 4y? < 1 (c'est l'intérieur d'une ellipse de demi-axes a = 1, 
b = 1/2, y compris sa a frontière (fig. 66)). 
a? 


b). 9 — _. < À jé est le domaine situé entre les branches d’une hyperbole 


de AL jaxes a =.3, b — 2, y compris ces branches (fig. 67)). 

c) y? > 4x (c' est l'extéiour d’une parabole, y compris la parabole elle- 
même (fig. 68)). 

d) le plan tout entier à l'exception de l'origine des coordonnées (0, 0). 
À . < + y > 0 (c'est le demi-plan situé au-dessus de la droite y = —x 
(üig. 69)). 
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NN —J Ù x 
NN XX 


TE Fig. 70 
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f) | y/x | < 1, x & 0 (c'est la partie du plan contenant l’axe Ox et comprise 
entre les droites y — +7, à l'exception de l’origine des coordonnées (fig. 70)). 


2 2 2 
326. a) ++ < 1 (c'est l’intérieur d’un ellipsoïde de demi-axes 
a, b, c, y compris sa surface (fig. 71)). 
2 2 
b) +5 <! (c'est l’intérieur d’un hyperboloïde à une nappe, 
y compris sa surface (fig. 72)). 
C) x? + y? << 2z (c’est l’intérieur d’un paraboloïde de révolution (fig. 73)). 


2 
d) a (c'est l'extérieur d’un hyperboloïde à deux nap- 


Fig. 75 


e) [z|<1,1y1<1,121 < 1 (c'est l’intérieur d'un cube d’arête 2 dont 
le centre se situe à l’origine des coordonnées, y compris ses faces; ce cube est 
borné par les plans z = +1, y — +1, z — +1 (ig- 75)). 

327. f (1, 0) = 1; f (1, 1) = 2; f (2, 1) = 9/2. 

328. f (x, y) — (x? — y?)/8. INDICATION. Utiliser les nouvelles variables 
u=Zx+2y, v—= x — 2y. 


2 de 
329. a) = + = 1 — c; pour c << 1, ce sont des ellipses; pour c = 1, 


<'est l'origine des coordonnées; pour c > 1, ce sont des ellipses imaginaires, 
<e qui indique que le plan uw = c ne coupe pas le graphe de la fonction. 

b) y = cx?; ce sont des paraboles admettant l'axe Oy comme axe de sy- 
métrie. Pour c >> 0, les paraboles se situent dans le demi-plan supérieur, alors 
que pour c 0, elles se trouvent dans le demi-plan inférieur. Pour c = 0, on 
obtient l'axe Ox. 


330. p— V (1-2) +(0—1) EL (1-0)2= V3 
4 


331. Le point M°—(0, 1): p (ME, M) pet + 0, 


d& — co. 
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332. Tous les points de l’ensemble £, = {|x| <1, |y| <1} CE sont 
des points intérieurs. 

333. a) L'ensemble sera connexe; £ est l’intérieur d’un carré borné par les 
droites +y = x + 1. b) L'ensemble ne sera pas connexe; E est l’intérieur 
d’un hyperboloïde à deux nappes, ce qui signifie qu'il n'est pas possible de 
relier deux points disposés respectivement dans les parties supérieure et infè- 
rieure de l’hyperboloïde par une courbe continue appartenant à £. c) L’ensemble 
ne sera pas connexe. 

334. a) 2. b) La fonction n’admet pas de limite ; examiner le chemin d’ap- 
proche du point (0, O)x = y; x 0, y = 0. 

335. c — 0. La limite de la fonction V1 — x? — 4y? quand le point (x, y) 
tend vers la frontière de l’ellipse x? + 4y? — 1 est égale à zéro. 

336. a) Non. b) La limite de la fonction dans la direction du vecteur @ — 


à _ 20102 


—— La : 3 Q e. 
— (w,, @) est égale à an 0 est pour cela que la fonction sera continue 


L 2 

au point (0, O0) seulement dans la direction des vecteurs @ — (1, 0) et © — 
— (0, 1), c’est-à-dire suivant l'orientation des axes de coordonnées. De cette 
façon, la fonction considérée sera continue au point (0, 0) par rapport aux 
variables x et y prises séparément, mais elle ne le sera pas par rapport à l’ensem- 
ble de ces variables. 

337. INDICATION. La fonction u — 4 — x? — y? est continue sur le plan 
tout entier. 

338. ux — 37°, uy — 2y — 2x, du — 3x? dx + 2 (y — x) dy. 


339. u, —2z1y", u,, = 32?y?, du —2xyf dx + 3x?y? dy. 


1 y 
340. UN = —————— , = ——_—— —— — —— 
OVER Va G+Ve+u) ? 
rh | PU ne e 
Va+i  VaFp(z+ Vr+y) 
341. a) u!— y / : PR com RE 


a? + y? 


C) ux = yat, u, = x In x, du = yxY-1 dx + xU In x dy; 
d)ux = ch (x + y), uy = ch (x + y), du = (dx + dy) ch (x + y); 
e) ux = sh (x°y + sh y)-2xy, uy = (x? + ch y) sh (x°y + sh y), 
du = [2xy dx + (x? + ch y) dy] sh (x°y + sh y). 
342. à) A =r; b) A = 4rp — 1. 


+Tt 4 
is, a) 2 Ou de Ou Op EL 1 
effTLygl ôu 1 me er TT | ôu 
= ——————— | "20 = ————— ; ——— 
2 Vett+ ln t se 2 Vr+y 2 V'ettT+ ln 3 ot 


= —y'sin (+T)+z cos (t—Tt)}—= —sin (t—T})sin (+7) + cos (f +- Ty cos (1 —T)—= 


= Cos 2f, = sin ({+T)—zx cos (t—7T) — —cos 27. 
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344. a) grad u—{2, 1} (fig. 76); b) grad u—({4, —6} (fig. 77). 
ôu L v3+1 : ou ET 
345. a) Sn — (rad u, Deer : b) n —(grad u, n)=2 V3 3. 


346. grad u—{4, —6}. Le vecteur unité de cette direction sera m=— 
2 —3 ôu 2 . 
RS —— , —— 2 4 — 6e —— im- 
médiat que — Igrad u| —=2 v 13 est la dérivée maximale suivant cette 
0 


direction. 


CR un re CR Ce Dee ee um um 


Fig. 76 Fig. 77 


347. a) Soient « et B les angles que fait le gradient de la fonction respecti- 
vement avec les axes Ox et .Oy, 


us, (P) V3 u,, (P) 1 


CSG Torad m2 SE grd 2 ? 
a— 1/6, B—=x/3; b) «x —x/3, B= r/6. 
EE Cyr — 2 . #l . RE — 27 
348. a) = le (z2 y} Ê Ua — (x? + y)? ’ Uxy — (z2+ y)? 7 
d'u {2 (y— 1?) de? —4x dx dy —dy?]/(z? + y}; 
A À | | | _ z% 
bd) mel ur —— » Uy = 


ST Ur » 
ay +y2)8/2 TV (ory + y2)9/2 V (2ry + y2)9/2 
Pu= — (y dr— x dy)? /(2xy +y?)9/2, 


LA tu : 62f. "3 Ou 7 @f "7 Ou _,; 0? 
991." 2) 02? TE dé, ôx Ôy — 0E ôn * 6y?  ôn° ? 
du D dÎes dr® + 2abfen dx dy +bfye dy? ; 
CRE #} jo ou _ 0 0j 
gr? _ -0E ôn. LNTTS * ôxôy . 0E2 On ? 
Ou __ Of _, of , 0 


Toy? dE Dre ÔË on Fm . 
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eue (dr + dy)? +2 Æ _ 


352. a) u—5—92 (x—1)+4 (y—2), 


(de — dy?)+ 24 (az — dy}. 


z—1 __y—2 _u—S 


b) u—{ m2 (2—2)42 (y+1), RE 
853. a) D'après la formule de Taylor, 
Au=u (14h, 2+4+%)—u (1, D) = du d'u 4h —3k RIRE 


D] 


(les dérivées d'ordre supérieur à 2 sont nulles); 


b) Au—2hLk+h2LOhk + hk. 
354. y+autee (3z2y— y8). REMARQUE. On peut utiliser les formules 
de Taylor à une dimension pour les fonctions 
. x? as en  . ps 
that rtasrt...s Siny=y—-sg ht... 
g55, 44 LED GO L 
[Ce —1)2+ 2 (2 —1) (y +1) + (y +1] 
+ À : 
Se [1848 (x — 1) (y +10)+38 (10 HI) +GY+A)T 
RE EE EE 
14 ED EH, EN, 
356. a) 6—1/2; b) 302+20— 2, io 
37. G 0) (c'est un point stationnaire) ; rs = 2, 292 = 4, 25y = 0; au = 
— 2x 2 (2, O), A2 — zy2 (2; 0), do — ZX y (2, 0), ay1d92 — dia = 8> 0, d11 — 


=,2 > 0, ce qui signifie qu'au point (2, 0. la fonction admet un minimum, 
PT — 0. 


358. Le point stationnaire (2, O) ; &yg@oa — 4?9 = —8 (il n’y a pas d’extré- 
mum). 

359. Le joue stationnaire (0, 0); dy = 0, Goo = —4, Gjo = À, G1@sa — 
— ad, = —16<0 (il n'y a pas d' extrémum),. 


360. Les points stationnaires (0, 0), (+ V2, np , 2x2 = 122? — 4, 
age = 12y? — 4, 24, = 45 22 (HV à, FT V2) = 20, 2y2 (+ V2, F V2) = 20, 


djaga — = 396 — 0. Aux points (V2, _y3, (— V2, V2) iyau 
minimum local. Au point (0, 0) a au = 4, po = —4, Go = 4, Gyiaoo — 
— a?, = 0. La question concernant l’'extrémum reste en suspens. L'étude de 
l'accroissement de la fonction sur les droites y = 0 et y = x montre qu'au 
point (0, O) il n’y a pas d’extrémum. 
1. wmin = —4/3 pour z — 2/8, y = —113, z— 1. 

362. a) La fonction n'a pas de valeur maximale : sup z — 2. La fonction 
est discontinue. 

b) La fonction admet des extrémums. Le domaine de définition | x | < 
| y | < 1 est fermé et, étant donné que la fonction z est continue sur ce nn 
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elle prend une valeur maximale ; (0, +1) est un point stationnaire ; z (0, +1) = 
— +1/2; sur le bord du carré aux points x = +1, y = W3 — 1, la fonction 


D! 


atteint sa valeur maximale égale à (1 + y/3)/4. 


z° y? DT dr 0 
363. F (x, = + —1=0, Fe, Fy= y 


bp? ? 
dy FX _ b?x dy __ b* 
dx Fy ay ? dr?  a?ys 
Ôz Z Sin æ—COS y GE: x Sin y —COs Z 
864 ——"—  , ———— ——0, 
Ôx COS x—ysinz Ôy COS T— y SInzZ 
age, 200 DE, D mn D(p, ) 
" x nn Du, v) * 0x ôu D(u, v) ” 
MMS, .N/nR 
ôy dv j Du, v) ? 0y ôu | Du, v) 
où -2(P: Ÿ) [Qu Po 
FOUT ét 
367.  . ÉLRERR INDICATION. CLR La 
Ôx Ôy u Ôx ôx 


La e # Ov # CR Fr . Li 
dérivée 7 St trouvée en partant des deux premières équations si l’on 


considère w et v comme fonctions implicites de x et y. 
Z0Z 


1. 


368. a) z+6 y 3z—37 V3—0; b) + + 


369. z+4yL6:— + 21. 370. ztzta=0, Fi, 

371. C’est un carré (S = ry, 2x + 2y = l, la fonction de Lagrange L — 
= ay + À (2x + 2y — l)). | .. 

372. MÉTHODE 1. Mettre l'équation de l’ellipse sous forme canonique. Les 


2 
valeurs propres sont À; = 9, À, = 1; 9E2 + n°? = 9, E? + + — 4, ce qui signi- 


fie que les demi-axes de l’ellipse sont a = 1, b = 3; 2a = 2, 2b = 6. 

MÉTHODE 2. L’ellipse considérée est disposée symétriquement par ra port 
à l’origine des coordonnées. C’est pour cela que le carré de la distance de ft ori- 
gine des coordonnées au point de l’ellipse (x, y), qui est donné par l'expression 
x? + y?, atteint son maximum (minimum) lorsque le point (x, y) arrive au 
grand (petit) axe de l’ellipse. Il faut donc étudier l’extrémum lié de la fonction 
u = x? + y?, compte tenu de la relation 


92? + 8ry + Sy? = 9. 


373. C’est un triangle équilatéral. INDICATION. S= y { (1 — x)(l— y) (I—2), 
x + y + z = 2l, x, y, z sont les côtés du triangle. En portant dans S Îa valeur 
de 1 —2— zx<+y— 1, on peut étudier l’extrémum habituel de la fonction 
ainsi obtenue. On peut également résoudre le problème en formant la fonction 
de Lagrange: 


L(S,N=S+h(+yt+z— 2). 
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CHAPITRE 5 
374. a) S—1. INDICATION. a ns 
n (n+1) n n+1° 
b) S— ie INDICATION A ES RS —--) 
36 ” " (n+{i)in+4) 3 \ n+1i n+4 } ? 


1 np tritsit 1 1 1 

2 nero late A NEC NE HA | ; 
n—= 

c) S—1/4. INDICATION. 


1 _Aari 2 1 
n (n +1) (n +2) =+|<+- n +1 4 n +2 1. 


375. INDICATION. Pour démontrer la divergence de la série harmonique 
donnée suivant le critère de Cauchy, considérer la relation 


4 { 4 
RSR pe ra: 
A . n +1 1 
377. La serl1e diverge (Sr - 5 #0). 


> 
Vr?+2n . Vri+2n? n V3 ° 


: n 1 | 
379. a) La série converge, V LE . b) La série converge, 


378. La série diverge, 


380. a) La série diverge. b) et c) Les séries convergent. INDICATION. Appli- 
quer le théorème 1 exposé dans [1], chapitre 9, 8 4. 

381. La série converge. 382. La série converge. 383. La série converge. 
384. La série converge. 385, La série MAIS 

386. La série converge pour & > 1; el 


# # 0 2 # ee 
série converge. 388. a) La série converge, un TRES b) La série converge, 
n 


e. 
e diverge pour 0 € < 1. 387. La 


1/n 
À 
Un! 2° dx — 7ya 389. La série est conventionnellement convergente. 
0 
ie aÿ+b£ 
390. La série’ converge absolument. 391. INDICATION. | abz | < 
392. a) > 13 b) z > 0; ©) —oo <<r Lo; dd —1<r <0, 0<r<i. 
393. a) La série converge uniformément vers zéro. b) La série converge 
uniformément vers zéro. c) La série converge uniformément vers zéro. d) La 


série converge non uniformément vers Zéro max fn (x) — L # 0). 
0Sx<1 4 


O0 
395. a) La série donnée converge pour —1 < x << 1. La série dan dérivée 


1 
converge uniformément sur l’ensemble [—6, ô] pour tout Ô 1. Cela signifie 
que la dérivation terme à terme effectuée est valable sur l’ensemble indiqué. 
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O0 © 

Soit S (x) = > ann, alors S' (x) = Dian-i = {/({ — x). En intégrant, on 
1 1 

obtient 


S (= | 2e =— ln (1—9 Pa —In (12) (—1<xr<!1). 
0 


1—1t 


b) La série donnée converge uniformément pour | r| < Ô 1, ce qui 
peut se vérifier d'après le critère de d’Alembert. On peut donc l'intégrer terme 
à terme: 


(swa=t+r+.…. +4. 
0 


= Dane (Ir ô<1). 


En dérivant la dernière égalité par rapport à x, on obtient 


De fall oo (he) 
D (Hz) : — (+x) | 


396. . R = 1, (—1, 1), pour x = +1, la série converge. b) R = 0, r = 0. 
c) R = 1/3, (—1/3, 1/3), pour x = +1/3, la série diverge. 


397. a) het b) +... 9) (1-54 ...). 


anti 


n=0 


b) en +(—1)7#1 | (—1<z<1). 
g2 52 **: Q@n+1} °°° re 


INDICATION, Développer en série de Taylor suivant les puissances de x la fonction 
cig x. 


O0 
n 
399. 32,831. 400. eT? [14 > EE | ([z|<o). INDICATION. e*= 


n=1 
—eF28*t2, 


CHAPITRE 6 
401, a) y — 2ry" = 0; b)y" = 0;c)y" = y; d) x + yy" = 0;e) y" — y" — 


y — LU. 

402. a) Les droites x — k (elles sont parallèles à l’axe Oy) (fig. 78) sont 
. 2 

des isoclines. La solution exacte de l'équation est y= = +C, 


b) Les isoclines sont dèfinies par l’équation 1 + y? = k, k > 1. Ce sont 
des droites parallèles à l’axe Ox (fig. 79). 
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c) Les isoclines sont définies par l'expression x — —k (fig. 80). 
403. y— C(z+ie-x, z = —1, 404 Inlr|=C+Vi +1. 
405. 4 — e-S = Cet, 406. y — —2/(1 + C exp (—r°)). 

407. y = (x — 2)$. 408. y = 2 — cos z. 


Fig. 78 Fig. 79 


y = Cas, 3y = xy’ (c'est l'équation différentielle d’une famille de 
courbes), 

410, 0,5 kg. INDICATION. Formons l'équation différentielle correspondant 
au problème posé. Soit y (f) la quantité de sel contenue dans le réservoir au 
moment ?. Voyons maintenant 

uelle variation subit le contenu 
e sel pendant le laps de temps 
At (entre le moment # et le mo- 
ment £ + At). Conformément 
à l'énoncé du problème, on amè- 
ne au réservoir 5l d’eau sans sel 
par minute, ce qui signifie que, 
endant le laps de temps Aï, 
a quantité d’eau versée dans le 
réservoir sera égale à 5Atlet 
Les la quantité de sel introduite 
ans la solution sera 5A+t.0 — 
—=0 kg. Un litre de solution con- 


t 
t Lo kg de sel, donc, le Fig. 80 


tien 
mélange évacué contiendra ap- . | 
proximativement (à un infiniment petit d'ordre supérieur à At près) 


sa. 10 kg=0,05Aty (+) kg. 


Ainsi donc, la solution amenée pendant le temps At apporte 0 kg de sel, tandis 
que la solution évacuée en contient 0,05At y (t) kg. Pendant ce temps, l’accrois- 
gement de la quantité de sel sera 


y (t + At) — y (é) 0 — 0,05At y (+). 


En divisant par At et en passant à la limite pour Af — 0, on obtient l’équation 
différentielle 


y" (9) = —0,05y (t). 
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La solution générale de cette équation est de la forme y = C exp (—0,05 t). 
’après l'énoncé du problème, y (0) — 10 kg, donc C = 10. Pour t = 1 h = 
60 mn, on aura (le temps figurant dans l'équation est pris en minutes) 


y (60) — 10 exp (—3) = 1/2 kg. 


411. &, == 40 mn. INDICATION. Si l’on désigne par 6 (#) la température du 
corps au moment t, l'équation différentielle 
du problème s’écrira 


Ê] 
dt 


La solution générale de cette équation est de 
la forme 6 (t) = 20 + C'exp (—kt). Les va- 
leurs de la constante C et du coefficient de 
proportionnalité k sont trouvées compte 
tenu des conditions: 6 (0) — 100, 6 (10) — 
Fi 81 — 60, C —= 80, k — 0,1 In 2. ; 

8: Ensuite, 6 (4) — 25, c'est-à-dire 25 = 

— 20 + 80 exp (—0,1 t, in 2). 

412. + C(y+zx) = 0; x = 0. 413. y — 0; x (y — x) = Cy. 
414. y = C exp (y/x). 


(w) 


— — k [0 (1) —20]. 


415. La solution générale est 2% (y+C)—Cy. 416. x—=C exp () : 
417. L'équation se ramène à la forme 

, Y , 2y 

= TZ (cos? +4) , 


c'est-à-dire &« = 2, f (t) = cos? t + 2i. La solution s'obtient en effectuant le 
changement y = tx?. Il est également possible d'utiliser une formule toute 
prête (cf. [2], chapitre 1, $ 3, formule (7)): 


dt dt 
FE oz ) Rs: ( | cos? £ }= 
— C'exp (te #}—C exp 8 + ). 


418. INDICATION. Formons l'équation différentielle du problème (fig. 81). 
Soit M = (x, y) le point de tangence; MN, la tangente; ON L MN; en vertu 
de l’énoncé, ON = OP = |x|. Si 


Y—y=y (X — 2x) 


est l'équation de la tangente, alors 


ON = 1% sn | 
V1+y? 
sera la distance du point (0, 0) à la droite. MN. Ainsi, 
Lay" —y | 
| FA = — , 
V1+7" 


d'où 
(x? — y?) dx + 2xy dy = 0. 


C'est une équation homogène qui admet comme solution générale Cr = y? + zx°?. 
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419. L'équation se ramène à la forme 
; 1 


y — x? 


(4— zy — y?r?) = (y), 


x? 


c’est-à-dire &œ——14, f(t)}—4—1t—1?. La solution générale est y=— + 


4 
T Cas —zx 
420. a) L'équation se met sous la forme 
s —1 
pas (22°), 
c'est-à-dire &« = —1,f (ti) = — _ (2 + t?). L'’équation peut être résolue en 


3 
effectuant le changement xy — t ou à l’aide de la formule (cf. [2], chapitre 1, 
$ 3, formule (7)): 


e=Cexp(|-5—), cr) -c (2), 
(posons C8C — 1) 


Est 4 Tee 1 
z(Cx/3 4) Z  x(Crt/3__1) : 


—- 


1 ._ 1) 
tas (=). 


b) Effectuer le changement yr *—t#, 
44. y—Ce ?X+2x—1. 422 y—Caitat, 423. y—ex* (In [rl + C}. 


; ex À —e à 
424. y — È + 425. y—=zx(C+sin zx). 


426. x — sin y (C — cos y). C’est une équation linéaire par rapport à la 
fonction x = x (y): 


— sin?y +} zx cotg y. 


dx 
dy 

427. y = 0; y — —1/[8c0s8 x (C + tg x)]. 428. y? — Cr? — 2x. 429. y — 
= 0; y = 2tln?] Cr]. 480. y — 0; y = 1/(x? + Co). 

431. a) Oui. Tous les axiomes de distance peuvent être facilement vérifiés. 

b) Oui. Le premier et le deuxième axiomes sont immédiats. Vérifions 
l'inégalité du triangle: p (x, y) < p (x, z) + p (4, y). 

Si x = y = 2, alors 0 < 0 + 0; si x = y, 2 x, alors 0 & 1 + 1 — 2; 
sir y, x = 2, alors 1 L<0+1—= 1; six y, x = 2, y 5 2, alors 1 < 1 + 
he 


— 


432. Oui. Premier axiome: si f (x) = £g (x), alors p (f, g) = 0. Inversement, 
soit p (f, g) — 0. Alors 


b 
| L)—8 (ot ar —0 


13% 
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Etant donné que [f (x) — g (x)]? est une fonction positive continue sur [a, bl], 

alors [f (x) — g (x) = 0, c'est-à-dire f (x) = g (x) (cf. [1], chapitre 6, $ 2, 

théorème 8). Deuxième axiome: p (f, g) = po (g, f) est immédiat. Troisième 
iome: on à 


b 
À LA (+8 (Ie a2 > 0 
a 
VA, c’est-à-dire un trinôme carré par rapport à À 
b b b 
| f? (x) dr +2X | f(x)g(x)dr +2 | g’(x)dr > 0. 
a a a 
Cela est possible si le discriminant de l'équation est négatif : 
b b b 
2 |] 
(ire) — | pod |e(oas<o, 
a a a 


d'où 
b b 
< | f2 (x) a)" À g? aus)" 


a 


b 
| À #2 (a) de 


(c est l'inégalité de Bouniakovski relative aux intégrales; cf. [2], chapitre 4, 
$ 8). En vertu de l'inégalité de Bouniakovski, on a 


b b b 

| @+e à < | 1104601 Id | 14e (lee (0 de < 

£ b : b ’ b 
<({reteaore) °T(| roc ) T4 (lea) 


ou 


b : | 
(uerrone)%< (Trou) + (Tec) 


(c’est l'inégalité de Minkovski relative aux intégrales). D'après l'inégalité de 
Minkovski, on obtient 
b 


eGo=([r@-sera) "= 


a 


e ne 1/2 
={ {ua @i-Htp@ rom à) < 


b b 
<({ue-peare) + (te (ide) = p 6, 9)+0 (0,0 


a a 


pour toute fonction œ (x) continue sur [a, b]. 
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1/ 
| 2 1/2 a—$ 
433. a << 1/2. INDICATION. D (fn, 0) n dx) =n 2, 


0 


434. Non. La suite fondamentale {3 — +) converge vers le nombre 3 qui 


n'appartient pas à l’espace M. 

435. a) Oui. p (F (x), FU) = FD —-FWI=l-pl=lz-yiXx 
XFz+yl<lz—yl(zl+iyD<-slrz—-yl= a, y), où a= 
= 2/3 < 1. 

n Non. Si x—=1,y—=0, alors |F() —F(yl=1—=1|x—-7| 
(a — 1). 

436. x — 1/2, = F (to) = 1/27, x = 1/24, ..., x, = 1 PER 

437. a) x — 2/(1 + V5). Oui, car 


, 4 
MAX [F LlÆ max À. 
1/2< x<1 1 1/2Sx<1 (1+zx)? 9 
b) L’axe x, = 0; c) les droites ze = 0, ze = 1. 
| 438, a) Ô < 1/36. INDICATION. En vertu du théorème d'existence de la 
solution, 


6 < min {a, 1/N, b/M}, 


ou 


N =sup 
D 


97 L M=max|f(x, )|. 
0y D 


Dans notre cas, M = 36, N — 24. La solution du problème donné est de la 
forme y — 2/(3 — 2x?). Ainsi, pour z— y/3/2, la solution est y (x) —+ co. 
Cela signifie que pratiquement la solution existe dans l'intervalle ] 0, y 3/21 
qui est plus grand que l'intervalle ] 4 — 6, 1+ 6! ê < 1/36). 

est à remarquer que dans tout l'intervalle ] 0, 21] = ]1 —a, 1+al, 
le problème donné (avec les conditions initiales indiquées) n’admet pas de 
solution. | 

b)ô<a— y 2/4 Dans ce cas, a — _ + = = Ainsi, la solution 
existe dans un intervalle limite possible [—6, 6] (ô < a), ce qui montre que 
le théorème d’existence n’améliore pas le résultat au sens de l’étendu de l’inter- 
valle où existe la solution du second membre donné f (x, y). 

439, y (1) Æ 1,248. INDICATION. Lorsque l’on cherche la solution approchée 
d'une équation, il est toujours recommandé de définir l'intervalle Es — Ô, 
to + Ô | d'existence de la solution y (x). Le nombre & est trouvé en appliquant 
le théorème d'existence. Si le point, qui nous intéresse du point de vue de la 
valeur qui y prend la solution, fait partie de l'intervalle indiqué, il est possible 
d'appliquer la méthode d’Euler. L'exemple considéré sert d'illustration de 
cette méthode. L'’équation peut être résolue. Sa solut.on, qui satisfait à la 
condition initiale, est de la forme y — exp (x°/4), ce qui veut dire que la solu- 
tion existe sur l’axe réel tout entier et que la méthode d’Euler peut être appli- 
quée sans aucune limitation. D’après la méthode d’Euler, on a 


9 
y1)&yothk D, far y), 


R=0 
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OÙ xp = 0,2 = 0, 1, ..., ze — 0,9, d9 = 13 Yo = À, Yi = Yo + hf (os Yo), +. 
.. Vo = Yg + hf (&s Vs), Uio — Yo T hf (to, ya). De cette façon, y (1) Æ yo. 
Les résultats des calculs peuvent être résumés dans le tableau ci-dessous: 


0 
1 
2 
g 
4 
5 
£ 
7 
8 
9 


S 


La valeur vraie de la solution est y (1) — exp (1/4) Æ 1,284. On voit donc 
que première décimale de la valeur approchée obtenue est exacte. 
440. 


b) y (x + CY? = 1, y = 0 (fig. 83). IL n’y a pas de solutions singulières. 


d\yll+(z—C}] = 1;y = 0;y = 1 est une solution singulière (fig. 85). 


; Cx + 1}? = 1 — y? (ce sont des ellipses) ; y = +1 sont les solutions 
singu 


Le LQ x Q V7 . « 2 2 
l'équation par rapport à y, on obtient l'équation homogène y’ — yE Vyi 


TL 
x 0). Si la dérivée partielle par rapport à y du second membre de la dernière 
équation devient infinie le long de la courbe lisse, cette courbe peut constituer 
une solution singulière. Dans le cas considéré, 


2 — rà 
FEV ue trs 1 | 
ôy x z V y? y 


pour y — +z. La vérification montre que y — —zx représentent les solutions 
de notre équation. Il est aisé d’établir qu’en chaque point on a encore une courbe 
intégrale appartenant à la famille x? + C? = 2Cy qui est tangente à ces droites. 
Cela signifie que y — +zx représentent les solutions singulières. 
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y 


— CN D ne — UE 


Fig. 84 Fig. 85 


Fig. 86 
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Ces solutions peuvent être trouvées en partant du système 
a+ C2—2Cy—=0, x? C2—2Cy=0, 
| 
ôc 


Pour le reste, l'étude est analogue à celle exposée ci-avant. 
442. a) L'’équation considérée ne contient pas la variable y sous forme expli- 


cite. Introduisons le. paramètre = p, = pÿf + p, dy = p dr = p (3p? + 


+ 1) dp, 


| ve. 


(x2+C2—2Cy)=0, C—y=0, 


z=p+p, 
d. si D 
=—— —+C 
on LE DE 
(c'est la solution mise sous forme paramétrique). 
b) L’équation considérée ne contient pas la variable x sous forme explicite. 
Introduisons le paramètre 4 = p, y—= p? + 2p5, dx — _ = (2 + 6p) dp, 


{ æ=2p+3p?+0C, 
y = p?+2p9 


(c'est la solution mise sous forme paramétrique) ; y — 0 représente également 
une solution de notre équation. 


c) Cette équation ne contient pas non plus la variable y. Le paramètre 
p peut être introduit suivant la formule dy =p. Alors z=p V 1+p', 


p° dx | 
dy =p dr =p 4 rt) dp, 3y—(2p?—1) V 1+p°+C. Ici on 
V 1+r? 
peut également introduire le paramètre en utilisant la formule D sh Ph 


dx 
z=sbp Y 1+sh?p + sh2p, dy=sh p-dz=sh p:ch 2p dp—(2ch? p— 


—1) dchp, y ch p—ch p+c. 
re sh 2 
T—P? V' 1+p, où 2 Fa 
3y=(2p—1) V T+pPi+C y=ch® p—ch p+C 


(c'est la solution mise sous forme paramétrique). 


444, y = xC — Lez représente la solution générale ; la solution singulière 


4 | 
est trouvée à partir du système 
y—rC+T C?=0, ya + C?=0, 
Ô Le Te C..… 


C—2zx, y = x". 
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La vérification confirme que y = zx? représente la solution de l'équation: 
de Clairaut, ce qui signifie que c’est une solution singulière (fig. 88). La figu- 
re 88 montre que la parabole y — zx? constitue l'enveloppe de la famille de 


droites y = xC — FC? 
445. y = Cx + y 1 + C? représente la solution générale. Pour x = 0, 


y = V A+ C2> 1. 2° + y? = 1 est une solution singulière. Ayant en vue que 
les droites y — Cx + y 1 + C? coupent l'axe Oy aux points d'ordonnée égale 


y=?x-1(C=2) 
| 
Le 
{ x 
\ y=-2x-1(0=-2) 
Fig. 88 Fig. 89 


ou supérieure à l'unité, la moitié supérieure du cercle (fig. 89) constituera une 
solution singulière. C’est l'enveloppe d’une famille de droites. 


446. a) y = —cos x + Cyr + Ca; b) = + Cu? + Cox + Cas 


447, L'équation donnée ne contient pas la fonction cherchée y sous forme: 
explicite. L’abaissement de l'ordre s'obtient en introduisant une fonction 
nouvelle z (x)= y’. On a z° (x) — y"; x?z' = z?, De cette façon, on aboutit 
à une équation du premier ordre à variables séparables. Il est immédiat que 
z (x) = 0 représente la solution de la dernière équation, donc y” (x) = 0, y (x) = 
= C constitue la solution de l’équation initiale. 

Soit z < 0. En séparant les variables, on obtient 


dz dx 11 dx _ 1 
ns HO), —=—+Ci, rot D 
z dx z { 
y | CD 0 In|Ciz+1l+ Ce (C1 5 0). 


2 
Si C, = 0, alors z2= x, y = x, y=r+c. 
448. 2y = (1 + 203) x? + Ci cos 2x + Cox + C3. INDICATION. 2 (x) = 


x). 
449, y= — (x + C1 nl|C:(r+ Cnl+ zx + Css y = a 
450. L’équation donnée peut être résolue en effectuant le changement 


y” (x) = 2 (x), mais il est immédiat que 2yy’ = (y?)’, ce qui permet d'écrire 
@°)" = (4°): 
: "dy 
d’où = yè T—= | —— |, 
y =y*+p, Rp 


Pour les cas où p—0, p<0, p>0, on obtient 
He Cr 
y+ Ci 
y=CitgC1(t—Ce) (p=CT). 
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— 1/(2C 
451. yln|Cizl=1; y—Citg(Ciln]|Cer |); Caz= y—Ci f' 1) 


y+Ci 
INDICATION. L'équation se ramène à la forme (xy’}’ —(y?)'. 
452, y = (C1 + x) + Co. INDICATION-yy" + y? = (yy')". 
453. L’équation donnée ne contient pas l’argument zx sous forme explicite. 
L’abaissement de l’ordre s’obtient en introduisant une fonction nouvelle z (y) = 
= y" (x). D'où 
y" (2) = 24 (y) vx = zy-2. 
L'équation prend la forme 
dz 
UT ECS 
2y Dre + y 
C'est une équation homogène. En la résolvant, on trouve (y - 0) 


2=+ Vy+Ciy. 
Ensuite, 
dy ——— dy 
= ViECy,  —— 
_ Vu+ Ciy 


C a; — 
+ at Canin |y+i+ V'Cuy+y?|. 


= + dx, 


La fonction y (x) = 0 constitue également une solution. 
| 


454. ylnlyl + x<+ Ciy + Ca = 0; y = C.INDICATION. y’ (x) = 2 (x). 
455. zx —= _ In | + C2; y = C. INDICATION. Après avoir intro- 


duit la fonction nouvelle z y) = yx, On obtiendra une équation linéaire par 
rapport à 2 (y). 

456, L’équation donnée contient x et y, mais elle est homogène par rapport 
à y, y’, y” du second degré. L’abaissement de l’ordre s'obtient en introduisant 
une fonction nouvelle z (x) suivant la formule y’ = yz (y 0). Dans ce cas, 
y" = y (2? + z’) et l'équation prend la forme xz' — z. En résolvant cette équa- 
tion, on trouve z — C,x. Le remplacement de z par y'/y aboutit à l’obtention de 
l'équation différentielle du premier ordre y’ — Cxy. Par intégration, on obtient 
y—= C3 exp (C1x?/2). Cette solution inclut également la solution y = 0. 

57. y = Cor exp (—Cy/x). INDICATION. y" = yz (x). 458. y = Cie-* + 
+ CoeT, 459, y = Ci + Coe2T + Ce. 

460. L’équation caractéristique est de la forme k# — 1 — 0. Ses racines 
peuvent être trouvées en extrayant la racine 4-ième de l’unité. On peut toutefois 
décomposer son premier membre en facteurs: (4? — 1) (k° + 1) = 0, d'où 
ki = —1, ko = 1, k3 = —i, k, = i. La solution générale de l’équation initiale 
sera alors D 


y = Cie X + Coex + Cy cos x + C, sin z. 
461. Les racines de l'équation caractéristique sont k, = 1, ko = kg = 2; 
y = Cex + 6% (Ca + Ca). 
462. a) L'équation caractéristique k4 + 2k? + 1 — 0 se met sans difficulté 


sous la forme (k? + 1)? = 0. Ses racines sont: k; = ko = à, kg = ki = —i. 
La solution générale peut s'écrire 


y = el (C1 + Car) + evix (C3 + Ca). 
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Par les formules d’Euler, on obtient 


y = (C1 + Ca) cos x + (Cax + Ca) sin x. 


b) y = < + Coerix. 


464, La solution générale de l’équation homogène est déjà connue (cf. n° 461). 


Il ne reste qu’à trouver la solution particulière de l'équation à second membre. 
a) Le second membre f (x) — 2e°* est d’une forme spéciale (cf. [2], chapitre 1, 
$ 16), où k, = 3 n’est pas une racine de l’équation caractéristique et l’on a la 
solution particulière 
y = Aeëx, 
où 
2 


AR G 


1, R3(k)—=R8— 5 LS A. 


D] 


Donc, la solution générale de l'équation à second membre ‘est de lat forme 
y = Ciex + ex (OC, + Cax) + eix. 

b) k, = 1 est une racine simple de l’équation caractéristique et la solution 
particulière doit être de la forme y — Azxe*, En portant dans l’équation initiale 
les dérivées trouvées de y, on obtient À — 4. En général, on peut montrer que 

A = a/R} (ko) 


si f (x) = a exp (kr) et si k, est une racine simple de l'équation caractéristique. 
La solution générale de l’équation à second membre s'écrira 


y = CieX + e2x (Ca + Cat) + 4xex. 


€) ko — 2 est une racine de multiplicité 2 de l'équation caractéristique et 
la solution particulière doit être de la forme y — Azx?e?*. En portant dans 


l'équation initiale les dérivées trouvées de y, on obtient A — 3/2. En général, 
on pou montrer que, si f (x) = aeho% et si k, est une racine de multiplicité 2 
de l’équation caractéristique, alors 


nu 
Ra (ko) ‘ 


Dans le cas examiné, R3 (x) — 6k — 10, a — 3. Donc, 


A= 


y= Cie + ex (Ca + Csx) ++ zle?*, 


465. Cf. n° 462. a) y —= Tes. b) Passer aux fonctions etix conformément 
aux formules d’Euler; k, = —+i sont les racines de multiplicité 2 de l'équation 


a Es L es 1 
caractéristique. y — + sin x. C) y = + (cos x + sin x). d) y — ssin 2%. 


466. y — Cie* + Cae-x — 7 — —— . 467. a) y — Aex. b) y — 


= (4x? + Brje’x, c) y = À cos x + Bsinx. d) y — (A1x + Aot? + Ars + 
+ A st + Asrf)e%%, e)y = Aix + As? + Agat. Ici le second membre P (x) e*°*, 
k, = 0, est la racine de l’équation caractéristique. f) y = e* [(A1 + A:x) sin x+ 
+ (4s + A0) cos xl]. 

468. a) Les systèmes sont linéairement dépendants: &-1 + $ sin? x + 
+ y cos 2r = 0 pour &« = —1, ff — 2, y — 1. b) Les systèmes sont linéaire- 
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ment dépendants. c) Les systèmes sont linéairement indépendants, car leur 
déterminant de Wronski n’est pas nul. d) Les systèmes sont linéairement indé- 
pendants (W [x?, 2%, x4] = 276 - 0, x 0). 

469. a) y — Cix? + Coxÿ. INDICATION. Les solutions particulières seront 
cherchées sous la forme y — xh. Les fonctions x? et r$ sont des solutions parti- 
culières linéairement indépendantes de l'équation et leur combinaison linéaire 
fournit la solution générale. b) y = C;x + Cor$. c) La solution sera de la forme 
y = zh; l'équation caractéristique k? — 4k + 4 — (k — 2}? = 0 admet la 
racine double k, — k, — 2; y — x? est la solution particulière de l'équation. 
La seconde solution sera de la forme y — Az? In x. On voit facilement que, 
pour tout 4, c’est la solution de l'équation d’Euler. La solution générale sera 
donc y = (C3 + Ca In x) z°. d) En multipliant le premier et le second membres 
par x, on obtient l’équation d'Euler; y — C; + Caxè + C3 ln zx. 

471. y = ex?/? (C, cos x + C, sin x). 

z10 


C : C 
472, à) y= Cart Et D) y= Cire. 


473. Les seconds membres des équations ne se présentent pas sous une forme 
spéciale 


eax (P,, (x) cos Bz + Q,, (x) sin Br). 


Pour cette raison, la solution particulière de l’équation à second membre doit 
être trouvée par la méthode de variation des constantes arbitraires. 


a) La solution générale de l’équation homogène est de la forme 
y = C, cos x + C, sin x. 
En considérant C;(x), C2 (x) en tant que fonctions de x, on les trouvera de 
façon que la fonction y (x) = C; (x) cos x + C3 (x) sin zx soit la solution parti- 


culière de l’équation à second membre. A cette fin, il faut résoudre le système 
(cf. [21, chapitre 1, $ 17) 


Ci(x) cos x+Ci(x) sin z—0, 


4 
rt! C ’ 2 
Ci (x) sin z+Ca (x) cos x — TU 


Le déterminant de ce système est le déterminant de Wronski W [cos x, sin x] = 
= 1 0. En résolvant le système, on trouve 


CZ '{x) = —1, à (x) = cotg z. 
Par intégration, on obtient 
| 1. ( dsinz 
Ci(z)= —2Zx, Cox) —= | cotg x dr — (RE = In | sinz |. 
Donc, 
y= —zxcos x + sinrin|sinz|, 


et la solution générale de l’équation à second membre s’écrira 
y = C, cos x + C, sin x — x cos x + sin x In | sin x |. 
On trouve maintenant les constantes C. et C, en partant des conditions initiales: 
y (x/2) = Co, y'(W2)= —C+w/2=0, C = x/2. 
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Donc. la solution du problème de Cauchy sera 


y = 5 cosz+sinz—zcosz+sinzin|sinz|. 


b) y— C1 cos 2x + CA sin 27 — x cos; 2x — 7 Sin 27 + sin 2z in | cos x |. 


c) y=C1+Cacosz+Cssin z—+Iln |tg (5+2) 


d) y = (C1 + Cor) eX +(—z+zlnizl) ef = (a + bx) ex + zex X 
XInlzl!. 


—xcosr+sinzln|cosz|. 


2 8 8 
— (Ce2x ni ee CN 
474. a) y Cie + Coe 3 FA 9 z 27 
Ca x? 2 2 
= 2% LL 2 TX | — ee 
INDICATION. La dérivation de la première équation donne 
y + 2y + 42 = à. (1) 


De la première équation on trouve la fonction z =x — _ y — _ y. La dérivée 


« 


z est trouvée à partir de la seconde équation 


: 1° 3 
=. 2 — CLR 
BARRY TES SEE RU À 
En portant la valeur trouvée de z dans (1), on obtient une équation différentielle 
linéaire à second membre du second ordre à coefficients constants par rapport 
à la fonction y (x): 


Due 6 = (x — 2) 


b) Ce système peut être résolu de la même façon que celui donné en a). 
On peut toutefois appliquer la théorie exposée dans [2], chapitre 1, $ 22. Rame- 
nons le système à la forme 


CEE 


r (+) 


C’est un système homogène qui se ramène à la même équation par rapport 
à n’importe laquelle des fonctions y ou z. Formons le déterminant du système : 


nu (a= +). 


POSE 4 “Gus 


L’équation cherchée par rapport à la fonction y est de 1a forme D ( 2 y=0 


ou ar 1 = 0. La solution générale de cette équation sera 
_ y = Cy cos x + C, sin zx. 
La fonction z est trouvée en partant de la première équation 
dy , 
= C1 sin t+Ca cos x. 
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Etant donné que les fonctions z et y vérifient des équations différentielles de 
même type, on aurait pu écrire directement 


z = a cos z —+ b sin x 
pour choisir ensuite les nombres a et b de façon que les fonctions y et z vérifient 


notre système (cela veut dire que les fonctions y et z sont portées dans le systè- 
me et que les constantes a et b sont exprimées par C, et C, ou vice versa). 


hi 24 
c) D(A)=] —1 À  —1|—(1—2) (+1). 
4 14 À 


L’équation différentielle par rapport, disons, à la fonction zx (f) est de la forme 
(ar—2) (Gr+1) #00. 

tandis que son équation caractéristique sera 

&—2) +1 =0, hH=ko= 1 ks= 2. 
La solution générale de l’équation différentielle s’écrit 

z (t) = (C1 + Cot) et + Ce't. 
Les fonctions y (t) et z (t) sont exprimées d’une façon semblable 
y (O = (a+ bi et + del, 2 (t) = (a + Bt) e-t + vert. 


En portant ces fonctions dans le système, on trouve que b= B = C, = 0, 


d=y—= Cg, a + a — —C;, où a peut être considéré comme étant un nombre 
quelconque; alors à = —C, — a. Donc, 
z (= Cet + Col, y(t) = at  Csett, 
z (= — (CO +a)ert + Cet, 


d) Le système donné est à second membre et chacune des fonctions y et : 
aura son équation: 


D (+) y = D (x), 
où 
D Mana (5) fa G+ Mas (5) = Mu (5) 44 Mn (5) 2 


Ms; (+ 


=) est le cofacteur de l’élément b,; du déterminant 


ten (2) 


DS 


c'est-à-dire 
M1 (A) = À, Moi (À) — 1, M 9 (À) — —1, M 9 (A) = À. 
De cette façon, 
d 
DA (x) = itiz=z. 


Finalement, on obtient l'équation différentielle suivante par rapport à la fonc- 
tion y (x): y + y = x (la fonction z vérifie l'équation z + z — 0). En résolvant 
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ces équations, on obtient 
y = Ccosxz + Cosinr+zx, 2—= CAacos x — Cisinz. 
475. à) SOLUTION. MÉTHODE 1. Formons l'équation caractéristique 
2—X | 
| 3 4—a1|" 


dont les racines sont: A4 — 1, À — 5. Trouvons les vecteurs propres œ! = 
= Ga a) et œ? — (ai, cu2)) correspondant aux nombres propres À; = 1 
et À 


—6à+5—0 


(2 — 1) ab + ab = 0, at + ad = 0, ap — —a, 


où æ() est un nombre que ones Pour simplifier l'écriture, posons ah — —1; 
alors” at = 1. Donc, æœ! = (1, —1). De l'équation 


(2 — 5) a + «2 = 0 
on trouve d’une façon analogue &? — (1, 3). Les solutions du système s’écriront 
Yl(t) = et, —et}, Y2(i) = {est, Best}. 
La solution générale sera 
Y () = CiYt (8) + CoY? (1) = {Cet + Caet, — Cet + 3Cue5t}. 
Sous forme développée, on aura 
Ya (1) = Cuet + Coeôt, yo (t) = —Ciet + 3Coeñt. 


MÉTHODE 2. Après avoir trouvé les racines de l'équation caractéristique 
A = 1, À = 5, on peut écrire directement la forme sous laquelle se présentera 
la solution générale : 


ya (t) = Cuet + Creil, ya (t) — aet + beït, 
En portant ces fonctions dans le système donné, on trouve a et b exprimés par 
C1 et Co. On évite de cette façon les opérations liées au calcul des vecteurs 
propres æ! et «@°. 
b) x (t) = Cet + Coeït, y (t) = 2Ciert — 2Csest, 
c) y = e"* (C, cos x + C, sin 2), 


= L e-% {(Ca=— 201) cos z—(C1-+ 202) sin &). 
Â = 
d) D()= 184420; dant, lag (Ai V3) ke — Li V3 
sont les racines de US caractéristique ; 
( t)+csin( VE), 
= Ctte-t2 (Es ie Ca V3 ,\__CV3+Cs ji, [_V3 
y = Cie Te (ee cos | 5 :) D sin | D A 
ou nu 


z= Cette” t/è Ca cos (HS 
— Cet ter t/2 cvs C2 cos (+5 +) + LE sin (r :)) ; 


476. On connaît ms la solution d’un système homogène (cf. no 475, b)): 
T —= Cet — Cest, y — 2Cje”t — 2Cset. 
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a) En considérant C,; (t), C, (t) comme des fonctions de é, il faut les choisir 
de façon que les fonctions 


z=Crltiet+Ca(t) e8t, y 21 (t)e-t —2Ca (+) e°t 


représentent les solutions d’un système à second membre (c'est la méthode de 
variation des constantes de Lagrange). En dérivant ces fonctions et en les portant 
dans le système, on obtient 


Citthe-t+Ci(tet=1, 


2C{(et—2ci (Der, C{(D= The, Ci(D= 


2—t _,; 
Z ° 


Par intégration, on trouve 
1 
(= U+D et, Ce (= (5430) et ; 
14 jt = 7 ,t 
ET , = +. 
La solution générale du système à second membre est de la forme 


TZ—= Cet Sn Caet+ + , y —=2Cie"t —2Caest +5 ++ e 


D) Ci (= Gett+eit), Ca (D= 7 (et): 


— À e 1 
TE (1—4t) est, y=et+— (1+ 41) est : 


z = Cet + Coeït + eït ; 


y= 2C1e"t—2Caett-+et + (A4) et. 


2 
477. y=2+a— +? m4 z4+... INDICATION. La solution doit 
être cherchée sous la forme d’une série 
y—= + ur + ar + ..., 
où, en vertu des conditions initiales, a, = 2, a; = 1. 


a 24 
— a— D 
479. y 2+ x T 9 DT: . » 


ns. 2 .. 
480. PS re de . + » 


D La fonction de Liapounov peut être utilisée sous la forme v — 
= ZT y" 
du _Ov dr Ov dy 2 2 
M ox NU de 2 we. 


Le point de repos est stable, 
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b) Pour l'exemple considéré, la fonction de Liapounov en tant que forme 


ete définie positive ne convient pas. Il faudra donc la chercher sous 
a forme 


ve at + yh 
aux indices & et B pairs. Trouvons la dérivée totale de v (le long de la solution 
z, y): 


d = =T 
es Ga (248 — 28) + ByB TT (—e—y8 + us). 


Pour que cette fonction soit 0 au voisinage de l’origine des coordonnées, il 
faut que les termes des types 2%" y8 et yB-1x n'y figurent pas. De cette façon, 
il faut que « — 2, B — 4. Dans ce cas, 


dans un voisinage suffisamment petit de l’origine des coordonnées. En outre, 
v = «? + y4 > 0 dans le voisinage de l’origine des coordonnées et v — 0 seule- 
ment pour x — y — 0. Cela signifie que, d’après le théorème de Liapounov, la 
solution x (t) = y (t) = 0 est stable. 

c) Pour la fonction v — x? + y?, on a 


d 
= 2e (28 — y) + 2y (+ y5) = 2244 2y6 > 0 


en dehors de l’origine des coordonnées. Cela signifie que la solution nulle est 
instable, en vertu du théorème de Tchétaev. 


—2 : nee 
482. a) A= | Fu | 5 Ay1@9o — A$o — 1 > 0; le système est elliptique ; 


<< 0, 4239 O0; le point de repos est un nœud stable. 


1 —2 s 
b) a=| ) 24 5 dy1422 — 4Ÿ2 —0 ; le système ést parabolique ; À, — 


0 le point de repos est instable. 


C) a=| à 8 } 5 Ayy@99 — Q$9 = —1 0; le système est hyperbolique ; le 


point de repos est instable. 
483. a) L'équation caractéristique 


3 —À 0 
2 41—X 


possède les racines positives À, = 1, À, = 3 et le point de repos est donc un 
nœud instable. 


b) L'équation caractéristique 


|= 62) 42) =0 


1—X 3 
— 244 +143 —0(0 
— 6 Ci ii 
possède les racines A4 = —2 — 3i, À = —2 + 8i. La partie réelle de ces 


racines est négative et la solution nulle est donc un foyer stable. 
c) L'équation caractéristique 


1—XÀ 0 
2 —1—àù 


= 3120 
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possède les racines À; = —1,XÀ, — 1 qui sont de signes contraires, ce qui signifie 
que le point de repos est une * selle. 
d) L'’équation caractéristique 


D 
| . 12+6—0 


2—X | 
admet les racines complexes 11 = —i V6, À, = iV6 à partie réelle p — 0 


et le point de repos est donc un centre. 
e) L’équation caractéristique 


| 1—À 


1 
=(1—À)?=0 
aa [UN 


admet une racine positive multiple À, — À, — 1, ce qui signifie que le point 
de repos est un nœud instable. 


CHAPITRE 7 


484, — 00 << x << ©; la fonction F (x) est continue et différentiable 
, : ee : 
F" (x) er (sin 217 —sin 1x). 


b . 
485. Dai tar + h? +25 + ——— 
rapport au paramètre @. 


b —  . 
Arctg ES INDICATION. Dériver f'égalité par 


x? 
486. a) F'(x)—2xexp (—z°) —exp (a) | y? exp (—zy?) dy; 


X 
X 


b) F'()= In (+); ©) Fo —f(e, —2)+2 | fau, v) à, 
Ô 
OÙ u—=y+zx, v — y — x. INDICATION. Effectuer d’abord le changement z — 


= y —X% NE LE tégrale. 
487. a) —1/10; #) 1/2. 488. In (25/24). 489. 50,4. 490. 12/5. 


0 V'axt4 8 2=—X 
491. I — | dx | f(x, y) dy + À dx | f(x, y)dy (fig. 90). 
HV 0 V1 
1 3y 6 3 
492. I = | dy | f (x, y) dr + | dy | f(x, y)dx (fig. 91}. 
0  y/2 1 y/2 
Î o 2 2 
493. I — À dy | f(x, y) dr+ | a |: f(x, y)dz (fig. 92). 
1/2  1/v 1 y-- 
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1 Par 
494. I = Î dy | f(x, y)dx (fig. 93). 
0 V'y 
1  cV2x V3 CV 3-x2 
495. I — | ar | f(x, y) dy+ \ dx | f(x, y) dy (fig. 94). 
0 0 1 0 


1 2—y ; 
496. I — [ dy | (x + y?) dr = : 

0 y 

1 Vy 
497. I = À dy | xy? dr. 

0 y 
498. L'abc(a+b+c). 499. 1/48. ‘500. 16. 
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av 2 V 2a°—x? V'3a3—x2—y? 
501. a) À dx | dy f(x, y, z)dz; 
14 


D _ V Doi xE x2+y2 


2a 


b) | dx [ dy CT f (x, y, 2) dz. 


-RVE V ne R- V'RE= xt 
1 3 
502. a 4 . 


503. I — Lnabe. INDICATION. Etant donné que la fonction figurant sous 


le signe d'intégration est paire par rapport à toutes les variables, l'intégrale 
donnée est égale à huit intégrales étendues à la partie de l’ellipsoïde qui occupe 
le premier octant. Effectuons le changement 


T=-=ar cos { COST, 

Ds . . TH LT 
y—br costsinrT, (o<r<et, 0<I<--, 0<T<5). 
z=—=cr sin t ‘ oo. 

Le jacobien de la transformation s'écrira 


D y, 2) (, y, 2) =abcr? cost, 


D (r,t,7) 
1 n/2  n2 1 
et 1=8abe | rar | dt Î cost dt. n 
0 0 0 
504. ra%/6. 


505. 2xab/3. 1NDICATION. Prendre en considération le fait que la fonction 
figurant sous le signe d'intégration est paire et introduire les coordonnées 
polaires généralisées | | 


x = ar COS (, y = brsint O<r< 1, 0<r< n/2). 


Le jacobien s'écrira PACE 


Dr, t) 

506. rR4. 

507. 8a2/9. INDICATION. Le domaine d'intégration est représenté par la 
moitié d’un cylindre de hauteur a et dont la base est constituée par le demi- 
disque (x — 1}? +y?< 1 (y > 0). L’équation du demi-cercle (x — 1)? + 
+ y? = 1 (y > 0) en coordonnées polaires s’écrira (fig. 95) p — 2 cos q (0 < 
<p« 2). Donc, 


= abr. 


n/2 2cosy a 
Te À dp | p2 dp ( 2 dz. 
0 0 0 


508. 4nxR5/15. INDICATION. Passer aux coordonnées polaires. 


509. _ 15 (fig. 96). 510. V=— (fig. 97). 
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3 
511. V=— (fig. 98). 


512. V — Pa. REMARQUE. Pour calculer l'intégrale correspondante, il 


est commode d'utiliser les coordonnées polaires (fig."99). L’équation du demi- 
cercle (x — a)? + y? — a? (y > 0) en coordonnées polaires s'écrira p = 
= 2a cos q (0 < p < 1/2). 


Fig. 97 Fig. 98 Fig. 99 


513. 151 | | VIF GG) de dy — 
Éai 
V4 fc\2 +) À 555555 
— || 1+ 1] + b de dy = V a?b?+ a*c?+ b'c?, 
où D est le triangle 


514. | S |—8a? Arcsin (b/a). INDICATION. La symétrie fait que l’aire cherchée 
soit égale à huit aires découpées sur la surface de la sphère et disposées dans le 
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premier octant. 


by 
a a 
; dx d d 
151=8 | | = — 8 | a | ii —— 
np Va—-—y Û À V ay 


— 8a | Arcsin © dz = 8a’ Arcsin (b/a), 
0 
où D est une partie d'ellipse 
Fe 2 y 
D={F+het, 2>0, y>0 }. 


515. Soit (Ze, yo) le centre de gravité. Compte tenu de la symétrie, il est 


évident que x, — 0. L’aire D de la demi-ellipse est donnée par l'expression 
xab/2 et est numériquement égale à la masse de la figure, donc 
D yat 
me ne ce Zb 
: | . __ 4b 
Je — tab | | OR qU rab' PE \ Pre | 
D — a 0 


516. a) à ab. INDICATION. Utiliser le premier théorème de Guldin et 


le problème no 515. b) + ‘abc. INDICATION. v= {if dx dy d1— 
(ÿ) 


a pd -ye 2 2 
= 2c | (1-5 dx dy, où S est l'ellipse F+i<!; pour le 


reste, cf. n° 505. 


HS = a. INDICATION. Cf. no 506. En introduisant les 


coordonnées sphériques 
Z = r COS Ÿ cos P, à 
y=rcospsinp, (ogr<a, 0&I<T, 0<p<2r), 


z = Tr Sin Ÿ 
on obtient 
2 x/2 a x/2 
Ze = | | | ri cos W sin  dpdpdr=+ a | sin 4 dsin 1. 
0 0 0 0 
518. ze —0, ye—=8/5. INDICATION, L'aire de la figure | S [—32/3; 


4—2x3 


2 
3 3 
= | (ua | 4 | y dy. 
D 2 0 


519. En. INDICATION, Utiliser no 518 et le premier théorème de Guldin. 


521. a) x/4; b) oo; c) 1/4. 
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522. F (y) = In (1 + y). INDICATION. L'intégrale F (y) converge pour tout 
y > —1. 
O0 
| 1 


F'ty= \ ex y+0) dr — 
(y) 1 


OS 


converge uniformément pour tout y > yo > —1, ce qui signifie que, dans 
l'intervalle indiqué, la dérivation par rapport au paramètre y sous le signe 
dneraRon est valable. Ayant en vue que F (0) — 0, on obtient F (y) — 
= In (y + 1): 


523. F(y)— V ny (y==0). INDICATION. On sait que 


O0 


À exp (—t?) dt VT, 
0 


2e. À it 1,/n 
F'@)= | exp(—ue) dr | exp (dt 7) À. 
0 0 


La dernière intégrale converge uniformément pour y > yo > 0. 
| 1 


| | 1 
524. En intégrant \ xY dx — 
- +1 


par rapport au paramètre:y dans les 
limites de B à «&, on obtient 
Î 


[ie ]a-Î{e]e- ne 


0 


Dot © 


dy = In (+0 Fin EE. 


J y+i B+1 
Donc, 
1 & 6 1 
à em, 
Je dx —In PET * 


Signalons que dans le domaine 0O<r<1, —1<$ <y<ua, l'intégrale 
initiale converge uniformément. 

.. 925. L'intégrale converge. INDICATION. Considérer le disque privé de e-voi- 
sinage de l’origine des coordonnées U, (0) et passer aux coordonnées polaires: 


27 1 1 
| In Va à de dy = | | rinrdrdp—2n | rinrdr— 
S\U, (0) 0 e E 


e? 1 e? 
—=2T (—< In e—+ +) + + E — (0. 
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526. a) L'intégrale converge uniformément en vertu du critère de Weier- 
strass 


O0 OO 


COS Ty dx LE 
| cos zy | < 1, || rt LL <| ns Arcigs) = ; 


2 


b) L'intégrale converge non uniformément. Le changement x Vy = u 
montre que L 


OO O0 
| V y exp (—yx?) dr — | exp (—u?) du, 
0 0 


ce qui signifie que l'intégrale ne dépend pas du paramètre y. Pour y — 0, l'in- 
tégrale s'annule. On voit donc que l’intégrale F (y) est une fonction discontinue 
pour 0 < y << ©, ce qui veut dire que l'intégrale converge non uniformément. 
La convergence de l'intégrale sera uniforme si 0 y < y << %. 


CHAPITRE 8 


527. V5 In 2; l'équation de la droite AB sera y — 1 (x — 4). 529. 24. 


2 
2 2 . ; 
530. CE INDICATION. L'’équation de l'arc d'’ellipse sera 


= + Va (0Szxz<a). En adoptant x en tant que paramètre, on 
obtient 


a ES 
D ,——— b x 2 
| ty ds — | AE V 2 V 1+ (=) dx — 
a a 2 y2 
T 0 Va Ë 


a 


a 
= — | æ V a+ (b2— a?) x? dx. 
0 


1 
531. \ y ds—2 [ V'z V4 1+ ar (y 2 —14). 
T 0 
532. Passons aux coordonnées polaires: x = p cos @, y — p sin p. L'équa- 
tion du cercle x? + y? — 2ax ou (x — a)? + y? — a? en coordonnées polaires 
s'écrira p = 2a cos q (—1/2 < p < 11/2). La différentielle de l’arc de ce cercle 
sera 


ds = V f' (p}?+ f (p)? dy — V/:4a? sin? @+ 4a? cos? p dp — 2a dy. 


Donc, 
x/2 

| (x — y) ds = | (2a cos? @ — 2a cos P sin p) 2a dp— 
_1/2 


x/2 
— 4a? | cos? @ dp = 2a? x. 
— 71/2 
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533. SET Arosin PE 

535. 2n2b V a? +b?. 

536. re a, Ve=+ a. INDICATION. La longueur d'arc de la demi- 
arche de cycloïde sera 


IT = | V2" (+ y" (+)? dt =4a ; 
0 


(a > b). 


LA 
Â & 
— si és nn —— , 
2e QE EG di + a 


Yc—= _ y V x’ (t)?2+ y (t)? a=+a. 


537. 2na? V a?-+b?. INDICATION. 


1 0 | +) PO EE 7 at. 


Xx=—0, y=— 
L 


539. 2. INDICATICN Utiliser la propriété de l'intégrale | = | + | : 
T l'1 T'e 

= Ii + lo : | 

540, a) 512/15; b) 64/3; c) 0. 541. à) 1; b) 1, c) 4 

542, grad u — {2x + y, 4y + x, 62 — 6}. 543, à) 2 = xy; D) x = y — 2. 

544, rot a — {0, 0, 0}. 545. rot a = {1, 1, 0}. | 

546. a) Le potentiel existe, car rot a = o et l'espace RŸ est un domaine- 
simplement connexe. b) Le potentiel existe, rot a — o. c) Le potentiel n'existe 
pas, car rot a = {0, 1 — y, z} = o dans À. | 

548. a) Cette équation est aux différentielles totales. b) Cette équation est 
aux différentielles totales. c) Cette équation n’est pas aux différentielles totales. 


rot (2— y, ao ou En AT). 
549, 2°? + a8y — y8 = C. 550. 32°y — y9 = C. 551. xe-V — y = C. 
3 
092, x + + DE C. INDICATION, La fonction potentielle U (x, y} 
y 


2 2 3 
| , — es) est trou- 
y 
vée en tant qu'une intégrale de deuxième espèce 
du vecteur a. En qualité de chemin d'intégration on 
peus prendre n’importe quelle courbe qui ne coupe pas 
‘axe Ox. On peut, par exemple, utiliser la ligne poly- 
gonale (fig. 100) qui relie les points (1, 1), (x, 1), 
G y) (> 0, y > 0). Si le point (+, y) se trouve 
ans le demi-plan inférieur, n'importe quel point 
situé au-dessous de l’axe Ox, par exemple, le point 
(0, —1), convient comme point de départ. 

993. rot fyz, xz, y} — 0; U (x, y, z) = xyz. La solution générale sera: 
zyz — C. Chacune de ces variables peut être présentée comme une fonctiom 
de deux autres variables indépendantes. 


pour le vecteur a — { 
| (x, y) 


tFig. 100 
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554. xy + xz + yz — C. 555. y (x? + 2?) = C. 556. { Îe + y?) dx dy. 
Q 


2 a 


557. À | ex (y — 2) dx dy. 558. O0. 559. —1/3. 


Q L 
560. rx R4/2. iNDICATION. Appliquer la formule de Green et passer aux coor- 
‘données polaires. 


961. mQ= | (— y dr +x dy) — 


F 
271 


À | : , : 3 
D. | (a sin% t:3a cos?.t sin t+a cos$ t + 3a sin? t cos t) dt — & ra?. 
0 
562. rot a — o. Cela signifie que le vecteur a est doté sur le plan d’une 
fonction potentielle. Le travail du vecteur a est donné par une intégrale curvi- 


ligne de seconde espèce qui ne dépend pas du chemin d'intégration, donc, le 
travail effectué est indépendant de la configuration du chemin parcouru: 


A= | (a ds) = [ (2 xy dr + x? dy), 
T T 


Où T représente n'importe quelle courbe qui relie les points (1, 1) et (2, 5). 
En calculant l’intégrale prise le long d’une courbe déterminée, on obtient la 
valeur du travail effectué. Dans notre cas, il est préférable de trouver la fonction 
‘potentielle en résolvant l’équation aux différentielles totales 2ry dx + x? dy — 
— 0 qui est une équation à variables séparables. On obtient U (x, y) = x°y, 
æt le travail À = U (2, 5) — U (1, 1) = 20 — 1 = 19. | 


564. _ nai. 


569. m — V/z?+ y? dS — | | V'ai+ y? ViI+22 +2 de dy, où Q est la 
S ‘e : 
‘partie du disque x?+ y? < a? disposée dans le I®r quadrant ; z— V'a— 1? y?, 


an + Tt2aÿ. 
566. x? [aÿ1+a?+Iin(a+ V1+a?)]. INDICATION. L'élément d'’aire 


d'’hélicoïde dS=—|rul -|rol du du= V 1+u° du dv. 

568. xa4/2. INDICATION. Ramener chaque terme à une intégrale double prise 
sur la projection correspondante sur les plans de coordonnées. 

569. 0. INDICATION. Effectuer les calculs séparément pour chacune des 
quatre faces du tétraèdre. Par exemple, pour la face inférieure S# (triangle 


orienté), la normale extérieure n (A) = —k, z — 0. Donc, 


4 
| (yz dy d2 + zxz dx dz+ xy dx dy) — | zy dx dy = — | zy dx =, 
sx S% A1 
OÙ 
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Procéder d’une façon analogue pour les autres faces situées dans les plans 


de coordonnées. Pour la face S*, qui se trouve dans le plan x + y + z = a, 
le RU de l’angle que fait la normale extérieure avec l’axe Oz est donné par 
l'égalité 


et 


cos(n, 2)=1/V1+2+2, 


| (yz dy dz + xz dx di ay as dy) = | | vrdydr+ | | x2 dx dz + { Î zy dx dy — 
S* 


4 À À; A: 
__{ 
og >: 
Finalement on obtient 
er) 3 | . a a _ 
eo de +0. 
#4 S$ $5 # 


où 


570. div a = 32° + y +2). 571. diva — 2 Fodre 


972. div (grad u) = 6. 
573. a) rota— 0; . 


L ] k 
) Ô () 
b) rot (f (r)-c)— D dy: 2 — j SL CXxr. 


fic (nc f(n cs 


574. a) 0. Le vecteur a—{yz, zr, zy}, donc div a=0,. 


b) 2 | | (x y +2) dr dy dz; ici a—{2?, y?, 7°}, 


c) 2 RÉ -3 piia=(£,4,1 D rer pers 


ä) À | À Au dr dy de; ici a=grad u; div(grad u)—Au, 
G 


du , Ou |, d?u 
AU GE op | on 


1 1 x 
575. 1/2; div a=3; | Î | Sas dy dz=3 |a | dy | dz. 
G 0 0 


576. O (cf. no 567). 577. O. 
579. —4x. INDICATION, g={y—2, 2—x, z—y}, n—{1/V2, 0, 1/V 2}, 


.- 4 
((y—2) dr+(z—x) dy+(z—y) dz)= | ——— ds, 
À 2 


S 
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où S'est l’ellipse disposée dans le plan x + z — 1. La figure 33 montre que son 
demi grand axe est égal à y/ 2, alors que le demi petit axe est égal à 1. L’aire 


de cette ellipse est égale à x V2. Pour les calculs directs, l'équation de l'ellipse 
doit être présentée sous forme paramétrique en posant comme paramètre z 
OZz<2):z—1—1, y—= + V2: — z?. Ensuite, l'intégrale prise le long 
de T est divisée en deux parties pour y > 0 et pour y < 0. Signalons que dans 
le premier cas z varie de 0 à 2, et dans le second, de 2 à 0. 

580. 0. 


CHAPITRE 9 


583. Vz,sia> 1,0<x< an, si 0 <a < 1.INDICATION. Pour 0 <La< 
< 1, utiliser le critère de Dirichlet (ay — k-@, fB} (x) = cos kx). 
584. Tant de fois que l’on veut. 585. — oo << x << oo. 


sin nt sin nt 
586. a)2 Y EU ———. b) Dr 
A=1l .: n= 


c) T 4 D cos (2k +14) x 


2 UE (2k+ 1)? 
00 OO : L 
++ Re +5 co de 
k— = 


nm 2 cos(ntl)z + ny Sinnr 
dt 2 Gnpm +2 CU 


f) Si a est un entier, on a sin ax; si a n'est pas un entier, alors 


OO 
2sinan > n À sin nx 
ur A 


an? * 
n=1 

He a COS nz 

g) — shax a+ 2 ( 17 arbre | 
n= 

_ynar SDNT HN _4 N Cos(2k+1)z 

588. a) 2 > ( jyun SO, à r À CE D 
n= FR 


INDICATION. En développant la fonction j (x) en série suivant les sinus, on là 
prolonge sur | —1x1, O0 [ de façon impaire, ensuite, périodiquement sur l'axe 
numérique tout entier (fig. 101). Pour le reste, cf. no 586, a). Le développement 
en série suivant les cosinus aboutit au prolongement de la fonction f (x) sur 
]—x, 0 [ de façon paire (fig. 102). Pour le reste, cf. no 586, c). Signalons que 
dans le cas examiné, la fonction prolongée périodiquement est continue sur 
l'axe tout entier. La série de Fourier converge uniformément sur l’axe entier. 


" sin 2nt ee. FD . cos (2n +1) x : 
b) » —— (hig. 103); — > one — (ig. 104). 


n=1 n=0 
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M _ 2n+1 
589. = D (2n+1)-2 cos (LE m7 : 


n=0 


590. a) x: b) n/4. 


Fig. 101 Fig. 102 
591. a) | fl=1/V5; b) Ifl= Vn/2; co) I f1= V(e2—0/2 ; 
d) || fll—1/ V3. 


592. 0 < a < 1/2. 


Fig. 104 


993. Pour tout & > 0, la suite converge vers zéro d'une façon non uniforme 


{ max  fn(x) = 1). Pour tout «& << 0, la suite converge vers zéro en moyenne 
OLKX<T 


quadratique. 
_— © — a __.! 
505. F= 1/2 À soon À (cona=y/Lsne, 
| 0 0 
596. f (x) = ‘ INDICATION. Utiliser l'intégrale répétée de 
Fourier | 
… > 
f(e= + | COS xs ds | f(t) cos ts dt 
0 0 
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qui est valable pour la fonction f (x) continue par morceaux et absolument. 
intégrable sur ] 0, œ [ (cf. n° 595). 


NAT sin (1+s)a . sin(s—4{)a 
597. OL SE |. 


598. Q (s, r)— Ve | ex dr = v + Arctg —. INDICATIONe 


En dérivant par HP A aù | paramètre r, on 1 obtient ci. BI, ane 4, $ 14, 
on QUE | 


: : ___ æ. 2 
| 0 2 : ex LE 2 " $ 
Po es Te cos rx dx DS FRET ; 


eV + Arcteg +0, Q(s, 0)}=0, C—0. 


ras) (cf. n° 598 et [2], eRpNEe 4, $ 14, relation (6)). 


b) 63/697. c) 1200. : 
: CHAPITRE 2 un 


JT 


600. A = {| [ut 827 (0) na) = 
Le 7 
INDICATION. La série de Fourier pour la fonction f (6) est de la forme 
(cf. n° 586, c)) 


(1—p) +0 pour p —+ 1—0. 


cos (2k +1) 0 


CE) ACTUS 


La fonction harmonique (dans le. ne unité) os par la fonction f (8) 
peut s’écrire (cf, [2], chapitre 5,'$ 5) : 


ne 4 2h41 _ cos Bk+1)6 
Re 2e GE +0? 


D'où, en vertu de l’égalité de Parseval, on obtient 


= 1 \ 1/2 
rs. (3 a—p2#+1e GT ] Le 


À | 1/2 


= (4 D U—PP A+p+...+p7}) Cr FI, 


0 


- Â 1/2 2 Fee 
< (1—P) (D nr) =(1—p) (4. 3 ) 73 
0 
(cf. n° 587). 


== 
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REMARQUE. La fonction harmonique u (p, 8) tend vers f (8) le long de cha- 
que rayon (fig. 105) pour p — 1 — 0 au sens habituel aussi, mais la vitesse de: 
convergence sera pire que (1 — p). 


Æ\., 


Fig. 105 


En effet, choisissons pour p (1/2  p < 1) fixe un nombre naturel N tek 
que 4/(N + 1) < 1 — p < 1/N. Alors (cf. n° 376), 


| u (p, p—@i<ÉS a—pus) OPEL 
N | 00 N 
<oD rte De << 
0 N+1 0 
<eU—p) in N + <e(—P)In ten < 


<e(—-pinp +0, p+i—0, 
où les constantes c qui figurent dans différentes inégalités sont, généralement: 
parlant, distinctes. 

601. Développons la fonction f (x) en série suivant les sinus (cf. n° 588, b)} 


sin 2nx 
ae D ——. 
1 
La solution du problème est de la forme (cf. [2], chapitre 4, 8 7, relation (11)} 
u(xz, t)— > _ exp (—4n?t) sin 2nx. 


1 
En appliquant l'égalité de Parseval, on obtient 


CO 


DE 


1 


anse |". 
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Pour t (0 < t < 1) fixe, choisissons un nombre naturel N tel que 1/(N + 1} < 
t<A/N?. Alors 


N 00 
7 A \1i/2 
AR D U—expt-an+ D EE). 


n=1 N+i 


En faisant appel au théorème de Lagrange et en ütilisant l’estimation du n° 376, 
on obtient 


A<(}Y An? 
Î 


N 
2texn (= An2EN2 Lt = € ne ë LS 1 j 
1 


1/2 
ce (HNS+ - )” <ett/#0, 1-0. 


NT 
602. . 
u(xz, t = + > (—1)7 ETS Er | sin (2n+4)z 


«cf. [21, chapitre 5, $ 5, relations (8), (11)). 
603. L' application de la formule de d’'Alembert donne 


1 1 | 1 l 
ce (en eo + 
+ [Arctg (x+t)— Arctg (x —t)]. 


[ UE y [- dt 


Gr a J GER 
l=x dE ; Hs 
y ENELA z 
= | Ps à ['Arcte = 2 Arctg E |. 
—l-x 


Si u — 1/2, alors Arctg ((4 — x)/y) + Arctg ((! + x)/y) = x/2, ce qui 
indique que (1? — z?)/y? = 1 est un demi-cercle (y > 0) de rayon ! centré sur 
l'origine des coordonnées. 


606. u(z, t)— 


RE (—-) 
Visa \ 1+#): 


CHAPITRE 11 


608. a) [21 — 5; b) c) |z1— 
609. a) z = 2 Lo ds His . de ani 3]: b) 2 (cos (31/4) + i sin (8x/4)). 


610. a) Zeit; by) 1.eiV2; c) 2e- 278; d) 1.exp (a+) i. 
612. a) 1728: b) 1. 


613. a) ŸGSexp (= ) (k=—0, 1, 2, 3): b) +1, +i. 


RÉPONSES 295 


— 1 w xæ—iy® 
= = — —— 
614 w—=x—iy?, D _ PORT 
616. a) Le cercle de rayon r centré au point ,. 
2 2 
b) L’ellipse 5 + æ = 4, b2 — a? — c?. INDICATION. | z—c | est la distan- 


ce du point (c, 0) à z = (x, y). Par définition, l'ellipse c’est le lieu géométrique 
des points dont la somme des distances à deux points fixes, appelés foyers, est 
constante. 


4 \ x __1 4 \__ —2y 1 
c) Re (+) es, Im (+) = RFA Ce sont 


LS 


2 
les ellipses (x—1)2+4y2=—1, + +1 21, 


d) L'hyperbole xy = 1. e) La parabole y = r°. 
617. a) —1; b) —(5 + 12i)/18. 


619. a) Le cercle | w | = 2 ou u? + v? = 4. Pour z = pei, w = _ e-tp 
et, par conséquent, le cercle | w | = 2 est parcouru dans le sens horaire loraue 
z décrit le cercle | z | — 1/2 dans le sens antihoraire. 


b) La demi-droite qui suit la bissectrice du IV® quadrant de oo à 0. 

c) L'’axe Ov à l’exception du point O = (0, 0). Si le point z se déplace le 
long de l’axe Oy de —o à +, le point w se déplace d’abord de 0 jusqu'à 
oo, ensuite, de —o jusqu’à 0. 


zæi 


2 _ 12 

621. Il n’y a pas de limite, car Re w — _ n’admet pas de limite 
pour æ —> 0, y — 0. 

622. La fonction sera continue. 

623. a) w° — 22. b) La fonction n’admet pas de dérivée en aucun point du 
plan des z. c} La fonction n’admet pas de dérivée. d) La fonction admet une 
dérivée égale à zéro seulement au point 0. 

624. ff’ (2) = cosz, ff’ (2) 120 = 1 cos 0 | = 1, | Arg f'(2) 120 = 
—= | Arg cos 0 | = 0. 

625. a) z 0; w’ = 32°. b) Aux points z qui ne sont pas des zéros de la 
fonction sin z, c'est-à-dire z -£ (kn, 0) (k—= 0, +1, +2, ...). c) z 2 —1. 

626. a) La fonction est analytique. b) La fonction n'est pas analytique. 
c) La fonction est analytique. d) La fonction est analytique. 

627. a) f (2) = 2° + 2z + Ci, où Im C = 0; b) f (z) = 2? (2 — i)/2 + Ci, 
oùlmC—0;c)f(z)=u+iv— (C—z21n z)i, où v = rp sin p —-rInrcosp+ 
+ C, ImC=0et Inz= In r + iv. 


629. u = C Arctg À + Ci. 


W—W] , Wg—Ur Z—-21, 2321 : s.: 
630. 4 2 ——— y OÙ Z1, 22, 23 et Dis Wo, 
W — Wa Wg— Wa Z— 29 Z3 — 29 2 : . 


ws sont des triplets quelconques de nombres réels pris en ordre ascendant. 
632. w — 74, 633 a) w—ez; b) w — e?z. : 635. w = (1 + i) (1 — 2). 


637. La fonction figurant sous le signe d'intégration peut être mise sous 
la forme:. : 


1+Hi—9z2= (A — 2x) + if + 2y). 
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a) 2(i—1); b) —2 + À i; c)-=2; 


638. 2. 

639. 1 + ch x — x (1 + i) sh x. INDICATION. La fonction w = z ch z est 
analytique dans tout le plan, ce qui permet d’ ne l'intégration le long de 
n ‘importe quel chemin reliant les points 0 et x (1 + i). Utiliser les formules 
ch iz — cos z, sh iz = i sin z. 

640. a) nee AQi; b) —ile. 641. a) I — 0, car la fonction figurant sous le 


signe d'intégration est analytique dans le disque | 3 — 2] < 1; b) I — —< ls 
c) I = est, 


642. à) 2ni; b) 2ni (—e-t). INDICATION. le Le | sas Lies, OÙ 
C C 
C, et C, sont des contours décrits autour des points singuliers z— —{'etz — 0 
qui sont entièrement disposés à l’intérieur du contour C, étant toutefois dis- 
joints. 


644. +. 645. oo. 646. 0. 647. 00. 648. oo. 649. 1. 650. 1. 651. 4. 


652. D (—DT +1) 77 (|z|<1). INDICATION. Dériver le déve- 


loppement 
1 — — n 
5 2 172% (Izl<1). 
0 
653. _ > [(—1)9t1— 2-01] zn (| z | 1). INDICATION. Décomposer 
0 
d’abord la fonction en fractions Si 
1 2 1 L 8) 
655. ++... (12-81 < +). 
656. a) 1z1—>2; b) |[z+1]1>1/4. 
1 z |?" ne , 
657. a) ——+ À (+) + = S\ (1—2) n-1) 71 : 
0 0 0 
O9 O0 O0 
zn { x 
b) — DE) Zn? c) D Gr—1)z-71, 
0 1 0 
- 1 1 Ë + ie. - 


= D (ii O<Is11<2. 
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INDICATION. On peut utiliser la formule qui donne les coefficients de la série 
de Laurent 


_. 1 dz 
= | 16 pre : 
V 


où yest n'importe quel cercle centré au point z, — 1 et disposé dans la couronne 
O<|z—1]<2. La fonction f(z) — 1/(2? — 1)? est analytique dans la 
couronne susmentionnée. 

où peut également utiliser la méthode de décomposition de f (2) en fractions 
simples : 


1 1 1 { 2 
A an = 7 
4 1. 1 1 
Az 1) 421) 1 4(250 PATENT : 


“| L 
—— suivant 


— et 
z+ 1 (z+1)° 
les puissances de (z—1), on peut utiliser les techniques exposées au n° 654. 
1 2 25 
659. 2 See qua 14 Cle =0), 


Z 


Pour effectuer le développement des fonctions 


z { 1 
660. tite +... (z1>0). 


661. a) C’est un point singulier artificiel. b) C’est un pôle d'ordre 4. c) C’est 
un point singulier essentiel. 

662. a) z — 0 est un point singulier artificiel ; z — © est un point singulier 
essentiel. b) z — 0 est un point singulier essentiel ; z — est un point singulier 
artificiel. c) z — 0 est un point singulier essentiel ; z — © est un point singu- 


lier artificiel. d) z, — n + >) sont des pôles simples (n — 0, +1, +2, ..….). 


INDICATION. Les nombres z, sont des zéros de la fonction w —ch z. Au voisinage 
de z,, la fonction th z peut être mise sous la forme 


th pe ch (Zn) 
sh (2—2n) 
(2—2n) 
2— Zn 
z=0o est un point singulier essentiel, car, pour z—+ oo, thz n'admet pas 
de limite: pour z2=zx, thx->1, ro; pour z—iy, thz— Te = 
t 
= — itgy et, quand y —+ , il n’y a pas de limite. 
z=0 z—=00 
b) Resf{)=—?, Res f()= —-1 
z=0 3! Z=00 3! ° 
17 e? 47 e? 
R z) =— —— = —— = —_— — — 
C) Be Î (2) be ? AC 27 , 0 54e 27 * 


15° 
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d) Res f (2) — 1/2, Res f (2) — —1/2. Dans ce cas, on a fait appel au 
2 2== | 


z= ==00 
théorème fondamental des résidus. Le développement de la fonction 
(z — 2) exp (1/(z — 2)) suivant les puissances de z est bien fastidieux. 


667. a) me. b) ni: c) —ni/V2; d) ni. 


2 
669. a) n/y 2; b) n/ab(a+b): c) 21/3: 
d) 1-3:5 ...(2n—1) ___ n(2n)! 


D.4.6...2n + 2m{nl} * 
670. a) ae-a/2; b) 0. INDICATION. Considérer la fonction 


z? 

= mm ————… pi 

f (z) — (224+1)2 eZ 

JT — 
CHAPITRE 12 
1 3 ; 
673. a) RS b) TT : 674. Non, car @(p) est une fonction 
re | 1 2 3. 1 
périodique. 675. a) I D" b) 2 TES 


676. La fonction indiquée n’est pas un original, car l'ordre de croissance 
de la fonction exp ({?) est supérieur à n’importe quelle fonction exponentielle 
exp (st) (pour tout s, constant) quand ét —> co. 

671. p (p?+mi+ n?) 

(p? Em? + n2)2— 4m2n?° 
p? +18 pt+16p? +24 
678. = LT sb) F(p= tt, INDICATION 
o) FPE Grss : ) FO) GES (+16 
f{t)=costt, f(0)=1, F(r)=f(); 


1 (t) = —4 cos8 t sin t— —2 cos? t sin 2t — 
— — (4 + cos 2f) sin 2——sin D — + sin 4f ; 
POSTE PIE 
679. a) (=) = root) : b) Gr - 
680. 2) EE : b) Ent (cf. n° 679). 
681. a) m—È.; b) Lin VE; 9 Finite. 
682. a) sinit— Fo | tint à 


2(p—1)—6(p—1)_ 2(p—1) (p—4) 0 679). 
DT em — Grapg (in 00 { 


683. a) Pour la fonction f ({)—sin t:0,(t),onaf(t) — DT: 


donc, en 
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vertu du théorème de retard, sin (£—b) 04 (t—b) = e-Pb æ 
À —e? . b) 4 1e TP 
Pen À) Di ie 

oo (h+1)T 
Llsint|; pl= Y \ e-Pi|sint|dt— 
0 RIT 


684. a) INDICATION. 


oo  (2k+1)T (2k+2)n 
= ÿ e-Pt sin t dt — e-Plsin t dt | — 
0 2RT (2R+1)T 


— D — i Le-CAtbpn + e-2kpr LE e-2RTD PT + eP(2R+1)}n] — 
D 


= | > eh + S e-vaa | : 
1 


0 


1. 2 p 2 
685. à) ——— ‘Ti! ER nd 


—— 
4 1! 4 t5 
686. nie TT +ET ET 


687. f (t) = —1 + jet + - COS { — : sin t. INDICATION, Décomposer la 
fonction rationnelle F (p) en fractions simples et utiliser le tableau des images. 


688. a) 1O=+ (et—e"3t); b) f(t}=i—sint. 


2 

690. a) e-2tsint; b) +26 sin f. 

691. a) ne et; b). Fo Sin t ; 
RE ne — ele; 

c) æ(é)— = +< e cos 214 À 5 € sin 2f. 


692. a) z.(t) — t Arctg t — in (1+ #2). INDICATION., On considère d’abord 


le problème x” — 1, x (0) = x’(0) — O0 qui a comme solution x, (t) — #/2, 
D'après la formule ‘de Duhamel, 


t 
1 
(= (en ar, 
| 0 
b) y = (sin x — x cos x)/2; ,°) y = e% + 4 cos x — 2 sin x — 5. 
694. a) . = et, y(t) = et; 


b) x (= do + cos +5 sin 2t, 


= U—D++ cos x 1 sin 2t—cost;, z(t)—=cost;: 
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230 
€) y (a)= et +R es, 
3 ox _ Loir 2 4x 
z(x)= Te 49 * 3° 
695. a) F e-ax, INDICATION. 
a 
O0 CO 
dt 
2 = —px ——— 
LIT (x); pl | (| cos æt de | PERE 
0 0 
=| ira [lre-arle- 
ne p?<+1? a +t— Pen pH Peur ni 
0 0 
pl er Lp on Uhr + 
sn | : Arctg : Arctg D li 2e ep 2 ap 
D'où TZ (xz)— exp (—ar). 
4 O0 
b) L[I (x); p= | | e-P# sin at de | PE dt = 
0 0 
O0 OC 
l cost cos é dt LA 
SP Ne ET Pl 
0 


d Oo (z—1), 51. Si z— 


ZE ——— 


Conformément au tableau des images, 1 (x) — 5 


—1, alors 1D=+ | ne dt 
0 


RÉPONSES AUX PROBLÈMES DONNÉS EN ANNEXE 
PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE PREMIER 


700. Si O<a<+, l'inégalité est vérifiée par tout nombre réel zx. Si 


— 


les nombres zx € |- 7 : vérifient l'inégalité. 


> 
701. Q LU) I=R (c'est l’ensemble de tous les nombres réels); Q N 1=S; 
5 


QKI=Q. 
n 
2 


702. INDICATION, n <2 > 4. C'est pour cela que n2ng2 ? < 


pour nr > 


<e pour n>21log: —. 
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704. L. 705. 1) 1; 2) F- INDICATION. 4 — _ PDU), 


4 k2 
709. Si a 0, alors N — 1. Si a —0, alors la suite 2e À 
n—r00 a 
peut ne pee admettre une limite, mais si toutefois elle l’admet, cette limite 
appartient à { —1, 1]. Considérer les exemples En; ne In = 
= EE 
CD ; ang (Ia < 9. 


710. La suite peut admettre une limite ou non: En, Yn =(—1)"; 
1 
En =) Yyn=(—1{)'n 
1 1 1 1 
713. 1) {a+1, A ER 7. 
2 2 3 3 
2) {13, 2, 22, 3, 3%, :..,, n°, n—+1, :..}; 


1 1 1 
3) {4, 2 »  & ss ne ? 7. 


4) On sait que tous les nombres rationnels forment un ensemble dénom- 
brable. D'autre part, tout nombre réel c constitue la limite d’une suite de nom- 
bres rationnels (c — sin c()). De cette façon, la suite cherchée inclut tous 


les nombres rationnels tr, }. 
714. 1) Désignons M, = lim sup Th, Ma = lim sup yr, M — ns sup (ze + 


n—+ 00 no hk>Dn oo An 


+ yr). Admettons que la ue euite “ny + Yn,} Converge, que les sous-suites 
{ïnn} et {Yn,} convergent elles aussi et que 
M = lim (znp FYng). 


Alors 
M=lim 2ng, + lim yns < Mit Mo. 


Considérons maintenant le cas où les sous-suites { zn, } et {yn,} diver- 
gent. Choisissons dans {zxn,} une sous-suite convergente qui sera notée 
{zng,). Alors, étant donné que, dans le cas examiné, la suite RATE 


+Yng,)} converge (vers le nombre M), la sous-suite { Unp;} sera également 


convergente et 
M=lim (tn, +yng) =lim (Znx, +yng, )—lim np; + lim Ynr; < << M;,+M3. 


En qualité d'exemple, on peut examiner les suites x, = (—1)", y, = 
= (—1)%#1. Dans ce cas, M = M; = 1, M = 


2) La démonstration est analogue à celle du n° 1). 
715. E = ]—o, of, Es = [0, 1[. 716. E = [—2, 2], EÆ, = [0, 2]. 


717. E={ 5 Hun< a < +2, k=0, +1, +2, …} Ei=[0, 1]. 


718. E={1, 3], E=| —<+. + |. 


719. E=f 5 tonn<s< +2nn k—0, +1, +2, ssh E1 =]—, 
log 3]. 
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none Pl: $ fiat 
720. E={s Ti’ P, q étant des entiers b E;={y=+1} 
721. E;—1[0, 9]. 722. E:—1[0, 6]. 723. E,—=1]1, 6]. 
724. E= |o, pi] . 


725. 1) 1()=0, 1D=—4 += EE; 
2) 1 (4)=0, f (2)= —2, f(c+i)= —-2x—7; 
3) f(1)=0, f (2)=—1, f (&+1)=sin ET : 


726. 1) f (amet 526; 2) fr 


739. La fonction est uniformément continue. 740. La fonction. n'est pas 
uniformément continue. 741. La fonction est uniformément continue. 742. La 
fonction n’est pas uniformément continue. 743. La fonction est uniformément 
continue. 


xPT1 (1—zx)9"1 


744, y = TEE [p—(g+1)z—(p+q—1) 2°], 23% —1. 
EH 1 == 

745. y'— —3 (cos r+sin 3x). 746. Re Ce (z2kn, k étant 

2sin? —— 

2 
un entier). 
' 2ax ; | | — 

747. y RENE , az0. 748. y ze (z>0, z1). 


749. y'=th5z. 750. y'— —. 754, y'=s a+ 15. 


752. y'—6x?. 753. y —12r4(2— 7x). 
795. 1)n>0; 2)n>1; 3) n>2. 


756. Généralement, ce n’est pas possible (sin z<<cosz pour 0< æ< , 
mais (sin x)’ > (cos x)’). 


757. bt—hac—0. 758. =. 759. y4=— 2 cotgt (0<1t| <n). 


r _ D 1 TL 
760. y,=cotht (ltl>a). 761.1. 762. +. 763. 

1 1 

6 3 Opel 
764. € e. 765. € . 766. y = (1 22)3/2 

m _ 4COS z —6 »,_ OF @-If OP 
f07, y} cost x Did f? (x) 

8 | 4 + x? 
ns ot RU) TES 


771. y = —4ex cos x. 772. dy = 120dx$. 
773. d‘y=8sinx-shzdzt. 774. d'y —2 [3du. d'u + u du]. 


775. dy =+ aus + du d?u . du, 716. d’y=f" (x) da®+ f(x) d?z. 
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— 1} In Len (ad — bc) 


777. yon = ( Caps , (ad—bc=Æ0). 
778. y =n ! 5) . 779, FO (a)=n! (a). 


782. Si les fonctions admettent les mêmes dérivées, elles diffèrent l’une 
de l’autre d’une constante: 
f(x) —g(x) = 0c, \Vzx. 


La constante c peut être trouvée en attribuant à x des valeurs pour lesquel- 


les les fonctions f (x) et g (x) sont connues. 
Par exemple, soit x < 1. En posant x = 0, on obtient 


1(0)—g(0)=c,  Arctg 1— Arctg 0e, +—0=c, =. 


Donc, pour zx << 1,. 
ALz 


ñ 

TR" Arctg =. 

Pour établir la liaison entre les fonctions f (x) et g (x) pour x > 1, passons 
dans l'égalité f (x) — g (x) — c à la limite pour x — +: 


Arctg 


Arctg (—1) —Arctg (+oo)=c, — =, +. 
Donc, pour x > 1, 
1+x ___. an 
Arctg 1 TAICIg = —7—, 
84. sh S 785. ch SE 
784. she D Grp he D Enr. 


786. | x | 0,39. INDICATION. Il faut estimer le reste de la formule de 
Taylor pour la fonction y — cos x quand n = 4 


787. 1) 5: 2) Fe 


788. . | x | 1, la fonction est strictement croissante; pour | x | > 1, 
elle est strictement décroissante. 


789. Pour | x| ee , la fonction est strictement croissante; pour | x | > 


> 2, elle est strictement décroissante. 


790. Pour | x | < _ la fonction est strictement croissante; pour | x | > 


= Ts elle est strictement décroissante. 
791. Si’a > Oetsi : < 8a, la fonction est partout strictement croissante : 
si a = 0, pour x > D la fonction est strictement croissante, alors que pour 


ee 6e — elle est strictement décroissante; si a > 0 et si b? >> 8a, pour 


the 2 — =. 2 — 
b— V b?—8a ee VD? —8a 
4a 4a 


16—01484 
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la fonction est strictement décroissante, alors que pour 


D CE _ 2 
mme D b+ V/b2?—8a | 
4a 4a 
elle est strictement croissante ; si a << 0, alors b? => 8a et, dans ce cas, pour 
—b+ Vb?—8a —b— V b?—8a 
——Tññ 2 <r< ——— \, 
4a 4a 
la fonction est strictement croissante, alors que pour 
_ 72 LR, = 2 
_— b+ V b?—8a Tr b— V/b?—8a | 
4a 4a 


elle est strictement décroissante. 
792. x — 0 est un point d'inflexion; sur ] — , O0{[, la convexité de la 
courbe est dirigée vers le bas; sur ] 0,  [, elle l’est vers le haut. 


793. x =—{ est un point d'’inflexion; sur | — ©, —+ b la convexité 


2 
de la courbe est dirigée vers le haut; sur | — 7 © k elle l’est vers le bas. 


1 : 5 ju A 
794. Pour 2 la fonction présente un minimum, y (+) =: pour 


TI—=———,un maximum, y (5) = € 
a à ab 
1 - ; , { 1 
795. Pour a —— , la fonction présente un maximum, y (—)= : 


1 ne 1 : 1 
pour RE TEE un MINIMUM, y (——)=-. 


3a + 2b 


CS la fonction présente un minimum, y (a) =0, 


796. Pour z—a, x — 


1 Sa--20 | _ 108 


) 1 - 93125 . 
797. y(+2) = 0; pour x = 0, la fonction présente un maximum, y (0) — 
— 4; x— +1/7V38 sont des points d’inflexion, y (+1/V3) _ D: y = —1 est. 


une asymptote horizontale; sur |—, O0 [, la fonction est strictement crois- 


1 
sante, alors que sur ] O0,  { elle est strictement décroissante ; sur | 7 7 : 


la convexité du graphe est orientée vers le haut, alors que sur | — ©, —7l 


et sur | elle l'est vers le bas. 


798. Si 0<a< . , alors x— —— est un point d’inflexion, y (=) 
1—2a ———— 
2 —— == — 
RER nr ; pour PE el Me la fonction présente un maxi- 
1 — 2a 2 


14 V1—4a 


mum, alors que pour Br 2 , elle admet un minimum; 
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Sur ]— ©, 0[, la fonction est strictement croissante, sa convexité étant orien- 
a 


pet | , la convexité de la courbe est orientée 


tée vers le haut: sur | 0, 


vers le haut, alors que sur | rm , CO | , elle l’est vers le bas; sur ] 0, 


z1[, la fonction est strictement croissante ; sur ] x, x: | elle est strictement 
décroissante ; sur | ze,  [, elle est strictement croissante ; la droite y=z+ 


+1—a est une asymptote oblique ; si a > J la fonction est strictement 
croissante sur ]—o, 0 [ et sur ] 0, I; x — + est un point d'’in- 


flexion ; sur |O, œ [et sur | 0, = hs la convexité de la courbe est orien- 


—— à 00 |. elle l’est vers le bas; z—0 
1 —2a | 


et y=z+{—a sont des asymptotes ; y (0+0)— —o0, y (0—0)—0. 


tée vers le haut, alors que sur | 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 2 


1 2 ——— L a 
799. rh | ax+b |. 800. pe Vuz ED. 801. PTS Arctg — x. 


1 az —b 1 .. a 
802, 535 M Para : 803. PE LUE. 


804. _ In | ax + V'aixi bi |. 805. _ Argsh x. 


806. es er?2x, 807. Arte 


1 
INDICATION. Diviser le numérateur et le dénominateur par x? et effec- 


1 1 | 1 
tuer le changement ps Dir É +7) dz=d(s ——) ’ 


. . 
1 1 x V24+1 (cf. n° 807). 


808. ——— In = 

2V2  z+tr V2+1 

2 _ 1 b 

810. Te (ax + b) 2 (3ax—2b). INDICATION, T = — (az +b)——. 
| x sin 27 . Æ , sin 2x 
S11, ra À é 812. EH 7 

3 1: Le 5) 
813. FL +2 sin 27 + sin 4x. 814. Late sh 2 she. 


Aresinz _}, | 1+ VI 
T T 


816. z?chz—2zshzt2chr. 817. 2— 


818. x (Arcsin x}?+2 V 1—x? Arcsin z—2r. 
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2 : 
3 = — _ D — 
819. A Ê | 820. MR V1 xt. 


= = es Ver 
821. (1 2x) v1 + x TL 8 Arcsin V5 


84 Arctg E 7 


“mnt ni 
. 824. 0. 825. +. 826. —1sinz. 


822. 


823. 


. 829. TL, 830. —2— (p 1). 


828. Z . 


b 
831. —! | OU). 832. —. 833. +. 
a 


ES 


1 
834. —— , 835. ——, 
(æœ—1) at 1+ a? 


836. L'intégrale UAES pour 26 + «&« > 1. 837. L'intégrale converge 
pour a > —2, f—1+a 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 3 


838. (a — c) [ab + be — ab?c — 1]. 839. aG—z) G—u & — 2). 
840. ab. 841. abcd + bcd + acd + abd + abc. 842. 2 (x° + y). 


844, x — 0, x — a  —1; si a — —1, alors x — 0 est la racine 
unique de l'équation. 
845. z—= a, y = 1, z — —1. 846. x = 1, y = —1, 2 = —1, t = 1. 
847. x =5 À z,,y—= À + De z étant un nombre quelconque. 848. x — 
= 1, =, 1,72; 
849. rang "A = 4 si be — cd 0; rang À = 2 si be — cd = 0. 
850. 
8 12 7 3 9 5 
an-( 1 1). pa [à 8 al 
8 7 6 2 8 4 
851. 
1 1 23 —5 
a+ 2 4 =). 
—3 —20 8 
852. 
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853. x? + y? > 1. 854. 2kn < 2° + y? < (2k + 1) x, k étant un entier. 
855. y? > —zx (c'est la partie du plan située en dehors de la parabole 
= —à). 


2 2 2 
856. _ + e + > 4 (c'est l'extérieur d’un ellipsoïde à trois axes). 


857. x? + y? — c (c'est un cercle de rayon Ve G&>= 0); pour c=0, c’est 
l'origine des coordonnées; pour c <2 0, ce sont des cercles imaginaires, ce qui 
signifie que le plan z = c ne coupe pas le graphe de la fonction (sa surface)). 


858. x? + 2y°— TL (ce sont des ellipses (c > 0) de demi-axes a — As 
c c 


be ) 
2c 
859. y — c + 2r? (ce sont des paraboles (Yc) admettant l’axe Oy comme 
axe de symétrie et ayant les sommets situés aux points (0, c); les branches des 
paraboles sont orientées vers le haut). 


860. p — V4 — 1) + (3 — 7} = 5. 861. lim Mk — M° = (A, e). 


862. Si x, — 0, la fonction admet au point (0, 0) une limite ordinaire 
(sur le plan tout entier privé du point (0, O)) égale à l'unité: 


lf@y)—11=11—-11—-0<e pour y>0 et Yÿe>0; 
ff y)—11=11+z+y—1] = 
= |[r+yl<Irl+Iy|IK2VaFy<e Ye y), y <0 


si VA TR<E = +. 

Si x) 0, la fonction f (x, y) ne possède pas de limite quel que soit le 
point examiné dans le voisinage du point (x,, 0). Toutefois, il est évident que 
f (x, y) possède une limite en chaque point (x, 0), x, + 0 de l’ensemble E — 
— {(x, y), y > 0} et que cette limite est égale à 1 

i l’on considère l’ensemble Æ, — {(x, y), y < 0}, on trouve que la fonc- 
tion f (x, y) admet une limite sur cet ensemble aux points (x,, 0) et que cette 
limite est égale à 1 + x,. La fonction f (x, y) est en outre continue sur l’en- 
semble £; aux points (x, 0 

863. F LP < 7 

864. E — R,;,\X{{x = 0} + {y — 0}}, ce qui signifie que l’ensemble E 
est un plan privé des axes de coordonnées. La limite correspondante est égale à 1. 

865. La fonction sera uniformément continue 


(UVAFA- VAT | < 
elite ET y1 D HT 72 ya 1 (re 1H yo 1) < 
Vattai+ Vyitu 
| zi—yal+ta—ye | LK2 VI ri ya Hz y = 
—2p(e, y, (1%) = w)). 
866. u, —3r?—6xy?, u} —3y?— 6x?y ; 


" ) CES 2 #1 A 
ua 67—6ÿ?, u2—6y—61, u,,— —12ry — Use 
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867. u, — sin (x+ y?) +zx cos (x + y?), u,, = 27y cos (x + y?) : 
Us = 2 COS (x + y?) —zxsin (x+ y°), Uis = 2T cos (x + y?) — 4zxy? sin (x+ y?), 


ge = Ur = 2y COS (x + y) — 2zy sin (x + y°). 


869. Non. 870. Considérer la fonction F (t) = f (tx, ty, tz) et montrer 
qu'elle est constante. 


871. du = y dx + (x + 2y) dy, d'u = 2dx dy + 2dy?. 


Fig. 106 Fig. 107 


872. du = (y + 2) dx + (x + 2) dy + (x +- y) dz, du — 2 (dx dy + dx dz+ 
+ dy d2). 


873. d'u — ie à [y dr — x dy)? + (2 dy — y dz)? + (z dx — x dz)?]. 

874. 3x + 4y +12: —169 est l'équation du plan tangent ; += 
= est l'équation de la normale. 

875, axzzo—tbyyo + c2z0 — 1 est l'équation du plan tangent ; 


T—Lg __UY—Yo __Z—3Z 
aTo by CZ 


876. Tous les facteurs sont égaux entre eux. 877. z— V2p, y—z— 


— V2 878. C'est un cube 
= 7 + ; : 


Lest l'équation de la normale. 


879, V—zyz—2, z—2, x—=y—1 (fig. 106). 


880. V—zryz—9, x— V y= V6, z—3. 


881. = +  Y=— + P; Vs np$ (fig. 107). 


882. = < D, pute = (fig. 108). 
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884. a— 21, b— —-10—7 }/7, Amin=7 }7- 10. 


mil) 


22k 92k"1 2k+1 


Fig. 108 
Led Il + , U 
887. 3. INDICATION. = Sn = Sn — Sn = 
{ 3 Â 5) 3 2n—1 2n—3 2n—1 
HE (ts) at 
{ { { 1 2n —1 
tshirt) 
d'où 
1 1 2n—1 121 R. 21 
Sn=1+ (144.4) 27 ie 1 57 
2 
888. INDICATION. ns n>2. 889. INDICATION. AUDE 
n°? n(n—1) ? 2n —1 
2 
<< , M0: 


891. Utiliser le critère de convergence (non-convergence) simultanée de 
d'intégrale et de la série. 


z4 x 


24 6 
899, 1+zr2+ ST a Te. (|z| < oo). 
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9272 D474 


900. 1) 1 — +... (lei < 00); 
AUS : 
2) 453 IP Tr Url <æ). 
INDICATION. cos? x — _ Ho 
dj Dar set) 
n—10 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 6 
901. 1) y'z—2y. 2) xy' —ny. 02. zy'—y+(n—1)z2". 


903. ay? —x?—Daryy'. 904. y—2x. 905. xy —< 8. 
1 1 


A CR 2. 
906. y=4e * 2. 907. y? — 2272 29z 
2x 
2x | 
908. T4 9 e 909. 2 — PDse is moprio e 
: — 3x? < 1 + cex 


910. + (x — a)? = a? est un cercle de rayon a centré au o (a, 0). 
INDICATION. Tout d’abord, il faut former l'équation différentielle qui admet 
comme solution la courbe cherchée y = j (x). 


On sait que l'équation de la tangente à une courbe en un point (x, 7 (x)} 
s'écrit 


Y —f(x = f" (@ (X — 2). 


En ramenant cette équation à sa forme normale, on trouve que la distance de 
l’origine des coordonnées à cette tangente sera 


AO LE, 
VI+(f GP. 


Conformément à l'énoncé du problème, cette distance doit être égale à | x |. 
On obtient donc 


y—ay =+zVi1+y" 
qui représente l'équation différentielle cherchée. 
En élevant au carré les deux membres de cette équation, on a 


2xzy dy = (y? — x°) dx. 
D' autre part, en vertu de |” AR la courbe y = f (x) passe par le point À — 
— (a, a), c'est-à-dire y (a) = 
En résolvant l'équation différentielle homogène 2xy dy = (y? — x°) dx 


avec la condition initiale y (a) — a, on obtient la réponse indiquée ci-dessus. 
911. x, — 0,472, za — 9,999. 


La suite itérée utilisée par la méthode de Newton est définie par l'égalité 
Î{ (tn) 


FRA HT (zn) (R=T, 2, is 


Pour l'estimation de l'erreur, cf. [2], chapitre 1, $ 5, inégalités (9), (10). 
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912. x — —0,56715. REMARQUE. La racine unique admise par l’équatior 
donnée se situe sur [—1, 0].: 
f (x) x + ex e2X LE rex | 1 
Fri 22; FF (ir) -=-—————, max F'(x)=——, 
Der Fo 7 Us) are, AS 
913. y— cie X + ce 2X + c, cos x + C4 sin x. 
914, y—cie * + (cor ca) 2%, 915. y — — _ a+ ex, 


INDICATION. Conformément à l’énoncé du problème, il est immédiat que- 
y (0) = 1, y” (0) — 2, ce qui représente les conditions initiales. 


916. y = Ce pet + ex, 
917. y — C ++ z | eX + (cor + Ca) ex. 
918. y—(c + r)e 2% LE (co —x) 8x, 


919. y — (es —+) COS 27 + ( Co ++ In sin 2x | sin 2x. 


920. y—cicosz+cssinxz—cosz-intg (+++) 
/ 

: dx = 
921. z—ciettoser8t, y — — Tr = Ciel — 82e 3f, 


922. r—(1— 21) e-2t, y— (14925) er2t, 


PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 7 
924. La fonction F (y) présente une discontinuité pour y = 0. 
X 
925. La fonction F (x) — (5 (é) dt est continue et difiérentiable (F" (x) =: 


= f (x). 


Ensuite on a 


a 


n x+h 
+ pense = [| FO at—F (2 |= 
a+h 


= (F (c+h)—F(a+h)—#F(x)]. 


Etant donné que F (a) = 0, la dernière relation constitut une indéterminatiom 
de la forme (5) - En appliquant la règle de L’'Hospital, on obtient 


Jim _ | EG h)— (lé lim FETD TETE) — 
h-+0 . h—0 


= lim 


F'(x+h)—F' (a+h) 
R—0 1 


= lim [f(&+h)—f(a+kh)]=f (zx) — f(a)- 
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4 { nr? 4 


er, : in 6 RÉ O0 = = 
929. . 930. 128. 931. af. 932. abc (cf. n° 503). 933. — p 
VE 88 8 
a 
934. V= À dy | (22 + y?) = 935. 2 à UE 4 
0 y; 
8 | 
936. 21205 (1-22). 937. That? — 1 |. 938. a (La). 940. V3. 
a+b 
941. 1) O0: 2) — 942. 10. 943 ——. 944. | f (+) dt. 945. Pa 1. 
0 


947. 1) grad U=—; 2) grad U—f" (r) —, où ræ(x, y, ©). 
948. grad U(A)—(4a—d, 2b—2d) —(4a—d) i+2 (b —d) j; 
Igrad U (4)1 = V/(4a—d)?+4(b—d); 


grad U — 0 au point (0, 0) si d? -£ 4ab; grad U = 0 sur la droite y = 


«si d? — 4ab. Le gradient U est perpendiculaire à l’axe Oy aux points de la droite 


es 
CT 2h 
950. 2. 952. rot r— 0; rot re = 2°. 
953. 1) Non, rota 0; 2) U = xy + xz + yz + c. 


954. 1) Non; 2) Oui, pour b — Fi 

955. 22 + 2ry + 3y? = c. 956. = JL 92 + op = c. 

957. xy + xz + 2yz = ©. 958. —2nab, Yc, d. 959. n (d — c)ab. 
960. 0. INDICATION. 


| Lu dz-+ (142 au) ay] — 


AB 
, M): R - cos (2k<+ 1) x é ann Sin AT 
962. — (a—+) 2 Len 3 PES ++) D CA. 
1 
= +1 
‘963. 1 — + cos +2 S I cos rx. 
n=2 
| : __2 4 É cos 2 kx 
964. Isinz|=—— = ART 


1 
En posant z—0, on obtient 


(ee) 


2 1 1 1 
UT ST D Zk2—1 LOT dE 2 CE 1 (2k+0 : 
1 — 
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—4hhri 
965. jeos z1 = +++ > CE cos 2 kr. 
1 


4 V 86 
966. ——. 967. ne 


968. La suite converge en moyenne quadratique et non uniformément 
vers zéro (cf. n° 393, d)). 


970. 1) p(z)=e* (x > 0); 2) p (x) — 


= exp (—%) (1x1 < 00) 
VE Er 
PROBLÈMES CONCERNANT LE CHAPITRE 10 


972. u (x, t)— 2 cos At X2 (x) +3 cos At Xa (x). 


973. u(x, t)=2a D (—1)*1 exp (nt) TZ (cf. n° 962;. 


1 
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974. 14) Rez—12, Imz—5; 2) Rez— ac — bd, Im z— bc + ad; 
3) Res = 2 80bs me 96h10 4) Res =, Ims= — 


975. 1) C’est un disque ouvert de rayon 3 centré sur l’origine des coordon- 
nées. 2) C’est un disque ouvert situé sur le plan xOy de rayon 1 centré au point 
(0, 1). 3) C’est le quart ouvert disposé dans le II® quadrant du disque de rayon 3 
centré au point (0, 0). 4) C’est un cercle de rayon 3 centré sur l’origine des 
coordonnées. 5) C’est une couronne fermée comprise entre les cercles concentri- 
ques de rayons 2 et 3 centrés au point (0, 1). 


976. 1) In2 + ni; 2) In V2 +7: 
3) In V2? + y? + i Argz— In V2? + y + L Arctg À {GG = 2 + iy). 


. nt . n+i : ed 
Sin —— sin > sin (r+) z 
077,1) ————— ; 7) — 
sin — 2 sin = 
2 2 
INDICATION. 


n à 
eMm+i)xi _ ,ix 


D ee — 


k=1 
Séparer les parties réelle et imaginaire et appliquer la formule d’Euler 
elx = cos x + i sin x. 


sin 2nT sin? nT 


3) 2 sin æ 5 4) sin & 
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INDICATION. 


n . ° 
> eh 1) xi tenir ei __ sin nz (cos nx+isin nx) 
an e2Xi_4 sin z : 


z z - 
980. S (2) = (ete 2 cos e s |. 


982. 
S @=+ = — = sinxz; S,(x)—=sinzx (+ —108 2 sin 5) . 
983. 
1 
so = 1 (t— cos x) (tP 1%) dt 
A B—a 1 —2t cos x +1? 


S1 (r)— 


: 1 œ B 
sin z { (t”—1") dt 
Ê —@ 4—2t cos x +i? 
0 
Signalons que, pour « et $ entiers et positifs, les intégrales données peuvent 


être calculées comme intégrales d'une fonction rationnelle, le résultat obtenu 
étant constitué de fonctions élémentaires. 
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987. 


(p2+a2) [p1+2p2b2+2a2b2+a4 +b4—2 p2a?}—b2{[p4+4n2a2+2p2b2+2a2b2+a1+b4] 
[p4+(a2+b2)2+2p2 (b2—a2)]?2 | 


En particulier, si a — b, alors 
L{f; pl = p? (p4 — 12at)/[p4 + 4a4]2. 
p?+ a? 
gb 
992. y(r)}=e * [A cos x +(1-+B) sin x]. 


L[f; pl= 


989. Fin 990. y (= 2 (era). 


994, y (= crop et cut + (cos rx —sin zx). 


2 2 
997. S=—, S1=— (cf. n° 984). 
998, S—,5,—-7 na(cf. n° 985) 
"7 90 *"* 720 | 


999. y (x) — : sr er2?2x — eX, 


3 2X _— 1 —-2X 2 X 
2(x)=7 e 7e 7 
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1000. y—4rz+2—2coSx—3sin x, 


2—92 sin z—2x. 
La 2 = 
1001. y + cos x V5, 


2 


2 = — 
—— COSx Ÿÿ5——— sinx}5, 
= V Æ V 


N 
] 


il 


fn en 


+ cos x ÿ 5+ 


2 4 os 
— Sinxzÿ5. 
V5 à 


1002. 


LS) 
I 


cosæshæz+sinzchz, 


n 
] 


sinzchzx—coszxsh z. 
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EXERCICES ET PROBLÈMES DES MATHÉMATIQUES 
SUPÉRIEURES (en deux parties) 


par P. Danko, A. Popov, T. Kogevnikova 
{ère partie 


La première partie de l'ouvrage traite les sujets suivants : géomé- 
trie analytique plane et géométrie analytique dans l’espace, intro- 
duction à l'analyse, éléments d'algèbre vectorielle et linéaire, 
calcul différentiel de la fonction d’une ou de plusieurs variables 
indépendantes, calcul intégral de la fonction d'une variable in- 
dépendante. 

On trouve dans chaque paragraphe la base théorique indispen- 
sable. Les problèmes types sont suivis de leurs solutions détail- 
lées. 

S’adresse aux étudiants des établissements d'enseignement tech- 
nique supérieur. 
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